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CALCUL DE FACTORIELLE CODAGE ITERATIF

Walter APPEL

n
n! = Hi itératif n! = Hi itératif
i=1 '

n! = {1 S? n=0, récursif # Définition itérative
n-(n—1)! sinon. def factorielle(n):
p =1
for 1 in range(l, n + 1):
p x= 1

return p




CODAGE RECURSIF LES TROIS LOIS DE LA RECURSIVITE

« Pour calculer 5!, je demande a mon voisin le résultat de 4!, Loi 1
je multiplie par 5 et jannonce le résultat. » Une fonction récursive gére des cas de base J
1 sin =0, . )
n! = {n (n—1)! sinon récursif
' ' Loi 2
o o Une fonction récursive s’appelle elle-méme dans un cas dif-
# Définition récursive simple férent
def facto(n):
if n <= 1:
return 1
else: Loi 3
return n * facto(n - 1) La suite des appels doit nécessairement aboutir a un cas de
base
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DESCENTE INFINIE Modifions légérement notre programme :
def facto(n):
@ Il ne faut surtout pas oublier la gestion du cas de base if n <= 1: return 1
sous peine de provoquer une descente infinie! C’est else - S ,
une erreur fréquente... print (’=="+n+’>_appel _de_facto ({}) ’.format(n—1))
m = nxfacto(n—1)
e Dans la vraie vie, il n’y a évidemment jamais de véritable print (’—’#n+’>_sortie _de_facto ({})’.format(n-1))
descente infinie. La pile de récursion a une taille finie. return m
Lorsqu’elle déborde, on obtient le message suivant : »> facto (5) 5! =
RuntimeError: maximum recursion depth exceeded ==========> appel de facto(4) =5 x4l
in comparison ========> gppel de facto(3) =5x (4 x 3!
======> agppel de facto(2) =5x(4x(3x2)
@ On peut modifier la taille de la pile de récursion (de taille ====> appel de facto(l) =5x (4% (3x(2x1))
~ 1000 par défaut) : -—-> sortie de facto (1) =5x (4x(3x(2x1)))
. -———> sortie de facto(2) =5x(4x(3x2))
import sys . N > sortie de facto(3) =5 x (4 x6)
sys.setrecursionlimit(100000) > sortie de facto (4) — 5% 94
120 =120




EXERCICES

Pour calculer x", on peut remarquer que

o {<x2>n/2

x - (x2)"~V/2  &in est impair.

si n est pair,

e Ecrire un algorithme, puis un programme en Python,
permettant de calculer récursivement x”.

e Ecrire un algorithme non récursif qui calcule x" selon la

méme méthode!

PGCD DE DEUX NOMBRES

# PGCD de deux entiers.
def pgcd(a, b)
if b == 0:
return a
else:

return pgcd(b, a % b)

Cette maniére de programmer retranscrit tres fidelement
I’algorithme d’Euclide, et est particulierement simple a
écrire !
e Terminaison : a chaque appel, on a
0<a%b<b

et arrét lorsque b = 0.

e Validité : on a transcrit I'algorithme d’Euclide en
renvoyant le dernier reste non nul. |/
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THERE ARE MORE THINGS...

@ Une fonction récursive n’a pas forcément un argument
numérique.

def reverse(s):
if S —— mww.,
return s
else:

return reverse(s[l:]) + s[O0]
reverse('truc")

reverse('"'ruc")+"t"
[reverse("uc")+"r"]+"t"
[{reverse("c")+"u"}+"r"]+"t"
[{reverse("")+"c"+"u"}+"r"]J+"t" # attention ici!
[{""+"c"+"u"}+"r"]+"t"

"curt"

@ De plus, elle peut s’appeler plusieurs fois !
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PGCD D’UNE LISTE

On utilise le fait que

11/45

PGCD({y, (1, ...,{,) = PGCD (60, (PGCD(fy, ... ,én))>.

# PGCD d’une liste L de nombres entiers
def PGCD (L)
if len(L) == 1
return L[0]
else

return pgcd(L[0], PGCD(L[1:]))

Ici, les arguments sont des objets, et la récursivité se fait
avec une taille décroissante d’objets.
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UNE MALADRESSE UNE MALADRESSE

L'algorithme de Syracuse part d'un entier uy > 1 et définit Lalgorithme de Syracuse part d'un entier uy > 1 et définit
une suite (u,),., par la relation de récurrence une suite (u,),-, par la relation de récurrence
Un/2 siu, est pair Un/2 si u, est pair
Upt1l = . Upnt+1 = .
3u, +1 sinon 3u, +1 sinon
def syracuse(u0, k): # Calcule le k-ieme terme def syracuse(u0, k): # Calcule le k-ieme terme
if k == 0: if k == 0:
return u0 return u0
else: else:
a = syracuse(u0, k—1)
if syracuse(u0, k—1) % 2 == 0: if a % 2 == 0:
return syracuse(u0, k—-1) // 2 return a // 2
else: else:
return syracuse(u0, k—1) = 3 + 1 return a * 3 + 1
Calcule syracuse(1,20) en3-10%s aulieu d’1s!
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EVALUER LA COMPLEXITE LE PROBLEME DE LA TERMINAISON
On trace, en fonction de I'indice n de la suite, le logarithme Toute suite de Syracuse est réputée finir par « boucler »

du temps nécessaire a calculer u,, : 1 5459 31 3452 31343592 571 —...

def suivant(n):

Y if n <=1 :

return 1

=41 else :

if n% 2 == 0 :
return n // 2

_g4 else :

return 3 * n + 1

4 6 8 10 12 14 16 18 20 def cte(n):
if n ==
_2 return 1
La pente est o ~ ; ~ In2, donc on conjecture else -
C(n) = ( ") =0(2"). return cte(suivant(n))




DEFINITION FORMELLE

On a besoin d'un ensemble bien ordonné (toute partie non
vide admet un plus petit élément) E, n’admettant pas de
suite décroissante infinie; (typiquement, N) et d'un
sous-ensemble B de E, appelé ensemble des cas de base.

Une fonction f est récursive si elle s’écrit sous la forme

six € B

(o (x))> sinon

f(x)

p(x)
) x,f(al(x)), .

Théoreme

Si les oy, (x) sont « strictement plus petits » que x, alors l'appel

récursif se termine nécessairement.

EXEMPLE DE LA FACTORIELLE

Une fonction F' est récursive si elle s’écrit sous la forme

R

o(x) six e BB

i) (xf(ul(x))

f(n)=1 sin € {0}
f(n)=n-f(a_1)
ai(n)

o(n, f(e1(n)))

@ Lorsque 'on travaille dans N, on a classiquement a(n) de
la formen — 1, [n/2],...

CALCULER 36 FOIS LA MEME CHOSE

Définissons

sin=0
U, = 5
nU,_1+Uu; 4

sinon .
e Ecrire un programme itératif calculant u,.
e Ecrire un programme récursif calculant u,,.

@ Quelles sont leurs complexités ?

WALTER APPEL RECURSIVITE

@ Si x est un tableau, a(x) pourra étre une partie (stricte!)

du tableau.
19/45 20/45

CALCULER 36 FOIS LA MEME CHOSE

Définissons la suite de Fibonacci par

lI,()Il
u1:1

Unt+2 = Upy1 + Up Vn >0

22/45
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CALCULER 36 FOIS LA MEME CHOSE CALCULER 36 FOIS LA MEME CHOSE

Sous forme plus schématique :

def fibo(n):
Az mo== 1 @2 0 == 23 5
return 1 / \
else: 4 3
return fibo(n-1) + fibo(n-2) / \ / \
o fibo(5) appelle fibo(4) et £ibo(3). 3 2 2 1
s /N /N /N
2 1 1 0 1 0
@ fibo(4) appelle fibo(3) et fibo(2) / \
or... 1 0
@ fibo(3) appelle fibo(2) et fibo (1)
@ etc.
... et 'on peut noter que fibo (3) va étre appelé deux fois,
avec tout ce qu’il s’ensuit!
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LE PROBLEME DU TEMPS EXEMPLES DANS N
o Les calculs intermédiaires sont stockés dans une pile. e Calcul de n!, de a”, de la suite de Fibonacci, de Syracuse...
o La pile peut grossir de maniére intempestive, comme la n—1
profondeur de 'arbre de récursion, mais surtout passe e Nombres de Catalan : Cp:=1et C,:= ) C,C,_1 ;.
son temps a étre empilée et dépilée. Le nombre d’appels o . k=0
varie @ Décomposition d’'un entier en base 2 :
> I’algorith Icul !
comme n dans agor?t mec.acuantn o 42— 32 & 8 42—101010.
» «comme » e*” dans Fibonacci (et plus précisément en vl
©(p"), o ? ?
_14VE ) 1
P="9g =5 @ Dénombrement (nombre de surjections, coefficients du
est le nombre d’or)... binome...)

00 ~28.10° pl%0~8.10%

» ... voire pire.




FLOCON DE VON KOCH FLOCON DE VON KOCH

Une branche de von Koch est un objet constitué... de quatre Mathématiquement, on a affaire a un point fixe (il existe, il
branches de von Koch plus petites (1/3), disposées ainsi : est unique!) d’'une certaine transformation...

Par conséquent, il est aussi comme ceci :

28145 29145
PROGRAMMER VON KOCH FLOCON DE VON KOCH

def UnPas(x,y,r,arg):
return x+r*cos(arg) , y+rxsin(arg)

def VonKoch(n,x0,y0,r,theta):

if n == 0: # Etat de base !
(xp,yp) = UnPas(x0,y0,r,theta)
plot ([x0,xp],[y0,ypl,color="black’)

else:
x,y = x0,y0
VonKoch(n—-1,x,y,r/3 ,theta)
x,y = UnPas(x,y,r/3,theta)
VonKoch(n—1,x,y,r/3 ,theta+pi/3)
x,y = UnPas(x,y,r/3,theta+pi/3)
VonKoch(n—1,x,y,r/3 ,theta—pi/3)
x,y = UnPas(x,y,r/3,theta—pi/3)
VonKoch(n—-1,x,y,r/3 ,theta)




LA COURBE DE BOLZANO LA COURBE DE BOLZANO

Un des premiers exemples de fonctions continues sur [0; 1]

mais dérivable en aucun point a été donné par Bolzano. Cette
fonction f est la limite simple de la suite (f,),, dont les

graphes sont obtenus itérativement en brisant chaque ligne
selon le schéma suivant :

- N Zf_

On obtient, en partant de la fonction identité sur [0; 1],
séquence ci-apres

0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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TRI FUSION MEMOIZATION
On sait fusionner deux listes en temps linéaire. L'ennui dans Fibonacci récursif-naif, c’est qu’on calcule plein

de fois la méme chose! L'idée est donc de retenir ces calculs

@ Je séparer ma liste en deux... _ e
intermédiaires, en les stockant par exemple dans un tableau.

@ ... je demande a deux grouillots de me les trier...

@ ... puis je les fusionne.

L =1[0,1] + [Nonel]*200 # L est définie globalement
Chaque grouillot se cherche deux grouillots pour trier la
moitié de sa propre liste. def fibmem(n):
if L[n] == None: # F, n’a pas été calculé
Chaque étape demandera une fusion linéaire, et il y a L[n] = fibmem(n—1) + fibmem(n—2)
environ log, n étapes. return L[n] # Dans tous les cas

La complexité du tri fusion est en n log, n ce qui est,
asymptotiquement, optimal (comme déja vu...).

Python n’arrive pas a calculer fibo (50) ... mais effectue
fibmem (100) en une fraction de seconde.




MEMOIZATION ABAISSER L’ORDRE DE RECURSION

Dans le méme esprit, on peut utiliser une fonction récursive - . e . :
e Sil’'on vectorialise le probléeme, cela transforme la suite

auxiliaire : récurrente d’ordre 2 en une suite récurrente d’ordre 1.
def Fibo (n) L'arbre des appels récursifs n’explose plus : ce n’est plus
L = [0,1] + [None]x(n-1) qu'un tronc!
# La taille est adaptée au probleme o On pose, pour tout 7 € N,
def fifi (k)
if L[k] == None: F,
L[k] = fifi(k-1) + fifi (k-2) Xn = F, .
return L[k]
return fifi (n) et 11
Xn+1 - (1 0) Xn
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CE QUI EST BIEN CE QUI EST MAL
@ C’est facile a écrire, c’est souvent la facon la plus e C’est facile a écrire, c’est souvent la facon la plus
naturelle (von Koch...). naturelle (von Koch...). Explosion de la complexité en

e La preuve de correction est en général facile a rédiger. temps ; de méme, la pile peut exploser!

e La preuve de correction est en général facile a rédiger.

@ On ne sait pas ce que fait ’ordinateur derriére les o o GrTret
La preuve de terminaison est triviale... ou tres difficile.

instructions simples (baguette magique)!
@ On ne sait pas ce que fait 'ordinateur derriére les
instructions simples (baguette magique) !
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PASSAGE PAR VALEURS OU PAR ADRESSE

On écrit une fonction récursive appartient testant
I’appartenance, ou non, d'un objet x a une liste L.

def appartient (L, x):

PASSAGE PAR VALEURS OU PAR ADRESSE

Au lieu de passer comme argument la valeur de la liste
(L[1:] est un nouvel objet, obtenu par slicing), on peut se
contenter de ne passer que 'adresse :

if len (L) == def appart2(L, x, 1i):
return False n = len (L)
else: if i == n:
return L[0] == x or appartient (L[1l:], x) return False
Nota bene : L'algorithme se termine aussitét que x est trouvé 2 N o , 51 =
dans L, grace a I’évaluation paresseuse de 'opérateur or. sCekan 22— LS Gl ERRETEL (L, 5, Al
>>> 1+1 == 2 or 1/0 = 42 )
True (C’est Python qui se charge de comprendre que seule
. . . I’adresse de L compte...
Mais : Explosion de la pile et du temps de calcul ! pte...)
En effet, on empile a chaque étape une nouvelle liste, qui
consomme du temps et de la mémoire.
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PASSAGE PAR VALEURS OU PAR ADRESSE

import sys
from time import time
sys.setrecursionlimit(10%*5)

L = [1]%(10%%4)

t0 = time()
appartient(L,0)
tl = time()
print(t1-t0) # 1.398
t0 = time()

appart2(L,0,0)

tl = time ()

print(t1-t0) #0.0130
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HOW To FREAK OUT A MOBILE APP USER
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