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1. Rappel : approximation par les moindres carrés 
 

 
 La pratique expérimentale conduit souvent à recherche 

d’une modélisation par une droite de la relation entre deux 

variables. Les divers outils informatiques à votre disposition 

(comme tout simplement votre calculatrice ou un tableur tel 

qu’Excel) possèdent des fonctions qui mettent en œuvre cette 

modélisation de manière automatique. L’objectif de ces 

quelques lignes est d’exposer les outils mathématiques qui en 

sont à l’origine et d’illustrer quelques applications sur Excel. 

 

I – FORMULATION DU PROBLÈME GÉNÉRAL 

 

I-1 Objectif 

 
Soient n points expérimentaux à deux variables :   Pi = (xi, y i) . 

On cherche à approximer la distribution de ces points par une fonction donnant y = f(x), cette fonction (dont 

on fixe a priori le type) dépendant de k paramètres   pk . Par exemple on peut retenir a priori : 

• l’approximation linéaire qui dépend de k=1 paramètre a :   y = ax  

• l’approximation par une loi de puissance qui dépend aussi de k=1 paramètre a :   y = x
a
 

• l’approximation affine qui dépend de k=2 paramètres a et b :   y = ax + b  

• l’approximation polynomiale de degré 2 qui dépend de k=3 paramètres a, b et c :   y = ax
2 + bx + c  

• etc. 

 

Pour chaque point, on caractérise l’erreur commise par 

l’approximation par :  ei = yi − f(xi) . 

L’objectif consiste alors à minimiser cette erreur sur l’ensemble 

des n points. 

 

I-2 Méthode des moindres carrés. 

 

Une première idée pourrait être de minimiser la somme de ces n erreurs. Mais cette somme n’est pas 

révélatrice de la dispersion : en effet, par exemple, des erreurs peuvent s’annuler deux à deux, ce qui offre 

une somme des erreurs nulles indépendamment de la dispersion. L’idée consiste alors à minimiser la 

somme de ces erreurs élevées au carré. 

 

On construit alors la grandeur : 

  

E = ei
2

i=1

n

 = (yi − f(xi))
2

i=1

n

  

Puis on résout le système de k équations à k inconnues 

  

∂E

∂pk

= 0  

Les k paramètres solutions de ce système de Cramer définissent alors la fonction d’approximation f(x). 
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II – CAS DE L’APPROXIMATION LINÉAIRE 

 

Fonction d’approximation :   y = ax . Paramètre cherché : a.  

 

II-1 Mise en œuvre de la méthode des moindres carrés 

 

Compte tenu de la méthode exposée, on construit : 

  
E = ei

2

i=1

n

 = (yi − f(xi))
2

i=1

n

 = (yi − ax i)
2

i=1

n

 = yi
2 − 2axiy i + a

2
xi

2

i=1

n

  , puis on calcule : 

  

∂E

∂a
=

dE

da
= −2xiy i + 2ax i

2

i=1

n

  

qui s’annule pour : 

  

a =
xiyi

i=1

n



xi
2

i=1

n


. Ce qui définit la fonction d’approximation : 

  

y =
xiy i

i=1

n



xi
2

i=1

n


x  

II-2 Qualité de l’approximation 

 

Si maintenant on cherche la fonction d’approximation   x = ′ a y , on procède de la même manière : 

  
E = ei

2

i=1

n

 = (xi − g(yi))
2

i=1

n

 = (xi − ′ a yi)
2

i=1

n

 = xi
2 − 2 ′ a xiyi + ′ a 

2
yi

2

i=1

n

 , d’où: 

  

∂E

∂ ′ a 
=

dE

d ′ a 
= −2xiy i + 2 ′ a yi

2

i=1

n

  

qui s’annule pour : 

  

′ a =
xiyi

i=1

n



y i
2

i=1

n


. Ce qui définit la fonction d’approximation : 

  

x =
xiyi

i=1

n



y i
2

i=1

n


y  

Si l’approximation est parfaite, c’est-à-dire si pour tous les points   yi = axi , on a alors, bien évidemment, des 

fonctions inverses qui se traduisent par   a. ′ a = 1. Sinon les deux coefficients ne sont pas l’inverse l’un de 

l’autre. 

 

On définit alors le nombre   R
2 = a. ′ a , appelé coefficient de détermination. Plus ce coefficient est proche de 1, 

meilleure est l’approximation, il permet donc d’en apprécier la qualité. 

On utilise parfois le nombre R =   R
2

affectée du signe de a. Il est appelé coefficient de corrélation. 

 

Coefficient de détermination : 

  

R
2 =

( xiyi )
2

i=1

n



xi
2

yi
2

i=1

n


i=1

n


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III – CAS DE L’APPROXIMATION AFFINE 

 

Fonction d’approximation :   y = ax + b . Paramètres cherchés : a et b 

 

III-1 Mise en œuvre de la méthode des moindres carrés 

 

Compte tenu de la méthode exposée, on construit : 

  
E = ei

2

i=1

n

 = (yi − f(xi))
2

i=1

n

 = (yi − axi − b)
2

i=1

n

 = y i
2 − 2ax iyi − 2by i + a

2
xi

2 + 2abxi
i=1

n

 + b
2

 

Puis on calcule :  

  

∂E

∂a
= −2xiy i + 2axi

2 + 2bxi
i=1

n

  

et 

  

∂E

∂b
= −2y i + 2axi + 2b

i=1

n

  

D’où le système de deux équations à deux inconnues a et b à résoudre : 

 

  
−2xiy i + 2axi

2 + 2bxi
i=1

n

 = 0  

 

  
−2y i + 2axi + 2b

i=1

n

 = 0  

Que l’on écrira sous la forme : 

 

  
− xiy i + a xi

2

i=1

n

 + b xi
i=1

n


i=1

n

 = 0         ou encore 

  
a xi

2

i=1

n

 + b xi
i=1

n

 = xiyi
i=1

n

  

 

  
− y i + a xi

i−1

n

 + nb
i=1

n

 = 0  

  
a xi

i=1

n

 + nb = yi
i=1

n

  

dont la résolution fournit : 

  

a =

xi y i
i=1

n

 xi
i=1

n



y i
i=1

n

 n

xi
2

i=1

n

 xi
i=1

n



xi
i=1

n

 n

=
n xi y i

i=1

n

 − xi
i=1

n

 y i
i=1

n



n xi
2

i=1

n

 − ( xi
i=1

n

 )
2

        et  

  

b =

xi
2

i=1

n

 xi yi
i=1

n



xi
i=1

n

 y i
i=1

n



xi
2

i=1

n

 xi
i=1

n



xi
i=1

n

 n

=
xi

2
yi

i=1

n


i=1

n

 − xi
i=1

n

 xiyi
i=1

n



n xi
2

i=1

n

 − ( xi
i=1

n

 )
2

 

 

Ce qui définit la fonction d’approximation : 

  

y =
n xi yi

i=1

n

 − xi
i=1

n

 yi
i=1

n



n xi
2

i=1

n

 − ( xi
i=1

n

 )
2

x +
xi

2
y i

i=1

n


i=1

n

 − xi
i=1

n

 xiy i
i=1

n



n xi
2

i=1

n

 − ( xi
i=1

n

 )
2

 

III-2 Qualité de l’approximation 

 

Si maintenant on cherche la fonction d’approximation   x = ′ a y + ′ b , on procède de la même manière pour 

aboutir à (il suffit de changer les   xi en   yi dans l’écriture ci-dessus) : 

  

y =
n xi yi

i=1

n

 − xi
i=1

n

 yi
i=1

n



n yi
2

i=1

n

 − ( yi
i=1

n

 )
2

x +
y i

2
xi

i=1

n


i=1

n

 − y i
i=1

n

 xiyi
i=1

n



n y i
2

i=1

n

 − ( y i
i=1

n

 )
2
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Comme pour l’approximation linéaire, on définit alors un coefficient de détermination qui est le produit des 

deux pentes et qui sera d’autant plus proche de 1 que l’approximation sera bonne : 

 

 

  

R
2 =

[n xi yi

i=1

n

 − xi
i=1

n

 yi ]
2

i=1

n



[n xi
2

i=1

n

 − ( xi
i=1

n

 )
2
].[n y i

2

i=1

n

 − ( y i
i=1

n

 )
2
]
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2. Dérivation et intégration numériques  
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3.4 Influence du bruit de mesure en dérivation numérique  
 
Lorsque la courbe est issue d’une mesure, elle est généralement entachée d’un léger bruit, qui peut devenir 
catastrophique pour l’évaluation de la dérivée (FIG 14). En effet, si les points de mesure restent "en 
moyenne" au voisinage de la valeur mesurée, il existe des fluctuations rapides (c’est-à-dire à la fréquence 
d’échantillonnage) entre les points successifs (voir zoom de la FIG 14). 
Le calcul de la dérivée conduit à déterminer la pente entre deux points successifs, ce qui perturbe fortement 
le signal dérivé et cache les évolutions lentes du signal (lentes devant la période d’échantillonnage). 

 

 

 

 
Deux solutions sont possibles : 
• filtrer (ou lisser) le signal d’origine pour supprimer l’essentiel du bruit, puis dériver, 
• calculer la dérivée sur un temps plus long que le temps d’échantillonnage, par exemple pour une méthode 
à 1 pas en calculant la pente entre deux points espacés de k pas (solution adoptée pour ˙xL(t) sur la FIG 14, 
avec k = 10). 
 
Dans les deux cas, le signal dérivé sera entaché d’un retard sur le signal d’origine, ce qui oblige à trouver un 
compromis entre la qualité du signal dérivé et le retard. k est généralement de l’ordre de 5 à 20 pas selon le 
bruit, le pas d’échantillonnage, les fréquences à observer dans le signal et le retard admissible. 

Pour un lissage par moyenne mobile, on peut montrer que les deux méthodes s’avèrent identiques. 
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3. Exemple d’application - Numérisation d’un correcteur à avance de 
phase 

Son équation dans le domaine de Laplace est :  

S(p) = 
p

pa

.1

..1

τ
τ

+
+

. E(p)   avec a > 1 

τ : constante de temps ;  
a : coefficient d’avance de phase. 
 
Modifions cette égalité pour ne faire apparaître que des p 
au numérateur : 

)()...1().1).(( pEpappS ττ +=+  

ou encore : 

)(...)()(..)( pEpapEpSppS ττ +=+  

Repassons dans le domaine temporel et  
Remplaçons la multiplication par p du domaine de Laplace 
par la dérivation temporelle : 

dt

tdE
atE

dt

tdS
tS

)(
..)(

)(
.)( ττ +=+  

Intégrons cette égalité entre les deux instants d’échantillonnage : (n-1)Te et nTe : 

[ ] [ ]))1(()(...)())1(()(..)(
)1()1(

TenEnTeEadttETenSnTeSdttS
nTe

Ten

nTe

Ten
−−+=−−+  −−

ττ  

 
Soit en introduisant les notations discrètes : 

).(..)().(.)(
1

)1(
1

)1(
−−−−

−+=−+  nn

nTe

Ten
nn

nTe

Ten
EEadttESSdttS ττ  

 
On exprime les termes intégraux par la méthode des trapèzes : 

)(
2

__.)( 1
)1(

−−
+≈= nn

nTe

Ten
SS

Te
courbesousairedttS  

De même : 

)(
2

__.)( 1
)1(

−−
+≈= nn

nTe

Ten
EE

Te
courbesousairedttE  

 
Et on obtient : 
 

).(.)(
2

).()(
2

1111 −−−− −++=−++ nnnnnnnn EEaEE
Te

SSSS
Te ττ  

).
2

.().
2

.()
2

()
2

(
11

ττττ a
Te

Ea
Te

E
Te

S
Te

S nnnn −++=−++ −−  

ce qui permet d’exprimer le terme Sn cherché :  






 −+++−
+

= −− 11 )..
2

()..
2

().
2

(.
.2

2
)( nnnn Ea

Te
Ea

Te
S

Te

Te
phasedeavanceS τττ

τ  

 

Nota : si on utilisait la méthode des rectangles avec n

nTe

Ten
STedttS ..)(

)1(
≈ −

 et n

nTe

Ten
ETedttE ..)(

)1(
≈ −

 

On obtiendrait : ).(..).(.
11 −− −+=−+ nnnnnn EEaETeSSSTe ττ  

Alors : 11
..).(.).( −− −+=−+ nnnn EaaTeESTeS ττττ  

Et donc : [ ]
11

..)..(.
1

−− −++
+

= nnnn EaEaTeS
Te

S τττ
τ

    

t 

S(t) 

n n+1 n-1 

Te 

Aire ≈  Te.(Sn + Sn-1) / 2 

Te Te Te  
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4. Exemple d’application – Filtrage numérique 
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5. Exemple d’application - Extrait CCINP MP 2022 – Exolift, système 
d’aide à la montée d’échelle au sein d’un parc éolien. 
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CORRIGE 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



THEME7 : Méthodes numériques et informatique              Lycée Jean Perrin PSI* 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



THEME7 : Méthodes numériques et informatique              Lycée Jean Perrin PSI* 

 

  

 

 



THEME7 : Méthodes numériques et informatique              Lycée Jean Perrin PSI* 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


