EXERCICES

SPECIALES PSI — LYCEE BUFFON

ALGEBRE 1 — ALGEBRE LINEAIRE (REVISIONS ET COMPLEMENTS)

TECHNIQUES DE CALCUL

1. Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de R> et en donner

une base et la dimension.
xX+y X
c) F:{(y+z)/(y) EIR3}
Z+X z
X+y+z

X

a) F= (y)€R3/2x—5y+z=0

Z
X X

b) F=<|y €R3/{ d) F={| x+2y+3z |/]|y|erd
z 2x+3y+4z z

2x-5y+z=0
x=3y=0

|

2. Calculer des équations du sous-espace engendré par

1 1 -3 o 1 10

a) 14(,101{,]2 -2/1-20
-2 -1 1 1 ) _3
1 1 -3 1 2 3

b) 1 0 2 d) =20'lo |’ 1
-2’ l-1[]1 1 0) \-3
1 1 1

3. Les familles de R® suivantes sont-elles libres ? forment-elles une base de R3? Dans le cas oi
elles sont liées, expliciter une relation de dépendance linéaire et déterminer leur rang.

(I AR
() (e

4. Montrer que les applications suivantes sont linéaires et déterminer une base de leur image
puis de leur noyau.

—

R — R? R* — R3
X X
a) u: 2x— X+y+z+2t
) vy y) c)u:||y ( Y )
X+z — y—z+t
z z
x—y+3z
R® - R £
b) u: X 2x+y
vl — X—z
z X+y+z

5. Chercher les rangs des matrices suivantes et donner une base de leur noyau (on fera le

moins de calculs possible) :

1 -2 4 1 2 3 4 1 -1 0 1
a)l2 1 3 b) |10 2 -1 2 C)—mlll
-1 -3 1 1 0 4 2 1 -m 1 0
1 -1 m 2
6. Etudier 'inversibilité et, la cas échéant, calculer I'inverse des matrices suivantes :
1 2 1 1 3 5 1 —-a 0 0
a)l|ll 1 1 b) |2 7 1 ) 0 1 —-a 0
10 -1 00 -9 9lTo 0o 1 -a
0 0 0 1
1 (-1
7. Montrer, en résolvant un systeme linéaire, que A = . est inversible et déter-
(0) 1

miner son inverse.

DEPENDANCE ET INDEPENDANCE LINEAIRE

8. Soit E un espace vectoriel de dimension n =1 et (e;);<;<, une base de E. Déterminer si les
familles suivantes sont des bases de E :

n
a) Uj:i;jei pourl<js<n

b) wj=ej+ej-1 pour2sjs<n, wi=e

c) szej+ej—1 pour2<j<n, wy=epte;

9. Dans R, [X], soit & = (Py)o<r<, Une famille de polynomes telle que Yk € [0, n], degPy = k.
Montrer que & est une base de R, [X].
10. Les familles suivantes sont-elles libres?
a) (sin,cos) b) (x—e™ x— eb* x— e) ¢ (x—er x— eb”)
d) (x+— cos(a+ x),x— cos(b+ x), x — cos(c +x))

11. Déterminer si les familles (fg;)1<i<, de fonctions, dont on donne ci-dessous les expres-
sions, sont libres dans % (D, R) ou non.

a) fa,(x)=x%

b) fdl‘ (x) =

oua;<---<apeR c) fk(x)zsinkx oul0<ks<n
d) fr(x)=sin(kx)

e) fg;(x)=e%* oua<---<ameR

oul0<ks<n

oua; <---<apeR
X—a;

12. Soit F un sous-espace vectoriel, non réduit a zéro, de K[X]. On suppose que tous les poly-
nodmes non nuls de F ont le méme degré. Montrer que F est une droite vectorielle.
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ALGEBRE 1 — ALGEBRE LINEAIRE (REVISIONS ET COMPLEMENTS)

SPECIALES PSI — LYCEE BUFFON

SOUS ESPACES SUPPLEMENTAIRES

X 1
y|eR3/2x—y+32z=0} et G=Vect| u=|2]| sont supplémentaires
3

z
1 1

etP=Vect||1],]|2

1 0

a) Justifier que P est un plan. A quelle condition D est-elle une droite?

13. Montrer que F =

dans R3.

x+y+az=0

14. DansR3, soientD:
xX+by+z=0

b) Trouver une condition nécessaire et suffisante portant sur a et b pour que D et P soient
supplémentaires.

15. Montrer que & = {f € F (R)/ f est paire} et . = {f € F(R)/ f estimpaire} sont supplé-
mentaires dans & (R).

16. Montrer que & = {f € Z(R)/ f(0) = 0} et 9 = {f € F(R)/ f est constante} sont supplémen-
taires dans & (R).

17. Soit E=%¢°(R). On pose F = {f € E/f(0) =0} et G={f € E/ [y f(1)dt = o}.
Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E et trouver un supplémentaire com-

munaFetaG.
Indication : F et G sont des sous-espaces vectoriels d'un type particulier. Lequel?

n
18. Soit E =K, [X]. Soient a;, ay,..., a, des éléments de K 2 a 2 distincts et A = [ X — a;).
k=1
ATaide du théoréme de division euclidienne, montrer que K, [X] = Vect(A) @ K ;-1 [X].

APPLICATIONS LINEAIRES

19. Montrer qu'une forme linéaire sur E est nulle ou surjective.

20. Soit f un endomorphisme de E vérifiant Vx € E, (x, f(x)) est liée.
Montrer que f est une homothétie.

21. Soient f € Z(E,F), ge Z(EQ).
Montrer que geo f =0 si et seulement si Im f c ker g.
22. Soient E, F et G trois sous-espaces vectoriels , f € Z(E,F) et g€ Z(EQG).
a) Montrer que ker f cker(go f) etque Im(go f) cImg.
b) Montrer que ker f =ker(go f) < kergnIm f = {Og}.
¢) Montrer que Im(go f) =Img < kerg+Imf =F.

23. Soit u € Z(E), ou E est de dimension finie. Montrer ’équivalence entre les trois conditions
suivantes :

() Im(u?) =Imu; (ii) kerueImu =E; @iii) ker(u?) =keru.

Le résultat reste-t-il vrai sil’on enléve I'hypothése de dimension finie?

24. Un endomorphisme f de E est dit nilpotent s'il existe un entier p tel que f” = 0. Le plus
petit entier p convenable est appelé ordre (ou indice) de nilpotence de f.
Soit donc f nilpotent d’indice p.
a) Justifier 'existence de cet ordre de nilpotence.
b) Soit xo € E. Montrer que (xo, f(xo), ..., P~ (xo)) estlibre <> fP~1(xp) # O.

¢) On suppose que E est de dimension finie. Montrer que I'ordre de nilpotence d’'un endo-
morphisme nilpotent est toujours inférieur ou égal a n = dimE.

d) On suppose dans cette question que p = n. Soit xo € E tel que £~ (xg) # Og.
Montrer que B = (xo, f(xo),..., f n=1(x,)) est une base de E et déterminer la matrice de f
dans cette base.

25. Noyauxitérés
Soient E un espace vectoriel de dimension n et u € Z(E).
a) Montrer que pour tout k € N, Ker(uk) c Ker(uk”).

b) Montrer que la suite de terme général dim(Ker(uX)) est constante 2 partir d'un certain
rang, que I'on notera d dans la suite.

c¢) Onnote r, =inf{keN, Ker(u*) = Ker(u*+1)1.

(i) Montrer que ry, < n.
(ii) Montrer que d = ry,.
(iii) Montrer que E = Ker(ud) @ Im(ud).
(iv) Montrer que Ker(u*) et Im(u*) sont supplémentaires si et seulement si k = d ou k = 0.
26. Soit E = ¥°(R,R) et F la partie de E constituée des éléments de E dérivables en 0 et qui

s’annulent en 0.
— R

Si f € E, on note ¢(f) I'application : X = xf®
a) Montrer que F estun s.e.vdeE.

b) Montrer que ¢ définit un endomorphisme de E.
¢) Montrer que F est 'image de ¢.

d) Quel estle noyaude ¢?

27. Soitg:| KX] — KX]
P -~ PX)-PX-1)
a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de K[X].
b) Déterminer son noyau.

¢) Montrer que la restriction de ¢ a I ;41 [X] définit une surjection de K+ [X] dans K, [X].
En déduire que ¢ est surjective.

X
28. Soit E = €°(R,R). On définit les endomorphismes P et D de E par P(f) : x — f f(pdtet
0
D(f) = f' pour tout f € E.
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ALGEBRE 1 — ALGEBRE LINEAIRE (REVISIONS ET COMPLEMENTS)

SPECIALES PSI — LYCEE BUFFON

a) Vérifier que PD € £(E); déterminer PoD et DoP.
b) Déterminer les noyaux de Id —P et Id —-D.
¢) Etant donné un polynéme g, déterminer les antécédents de g par Id—D.

PROJECTEURS
29. Soit E =KK3, F; d’équation x+2y +z =0 et F, = Vect(l, 1,1).
a) Montrer : E=F; @ F».

b) Soit p; [resp. p2] la projection sur F; [resp. F»] parallélement a F» [resp. F;]. Expression
analytique de p; et pp?

¢) Idem pour les symétries associées.

R - R3
V1 X by
30. DansR3, soientV = | vy | tel que vi+uvx+uvz=1lety: ! ! .
v X2 — X2 —-(xl-FAQ +-X3)\]
3 X3 X3

Montrer que ¢ est un projecteur et déterminer ses éléments caractéristiques.

31. Soient p et g deux projecteurs d'un K-espace vectoriel E.

a) Montrer que p + g est un projecteur si et seulement si pog = gop =0.
b) Montrer que, dans ces conditions, Im(p + g) =Imp & Img.

32. Soient p et q des projecteurs de E tels que pog=0.Onposer=p+g—qop.
a) Montrer que r est un projecteur.

b) Montrer que kerr =kerpnkergetImr=Imp+Img.

¢) Montrer que Im p et Im g sont en somme directe.

33. Onnote S, le groupe des permutations de {1,...,n}. Soit o € S,.
a) Rappeler le cardinal de S,,. Montrer que @5 : T€S, — To0 € S, est bijective.

b) Soit (ey,...,e,) une base de R”. On note f; 'endomorphisme de R" tel que Vi €
IIlr n]]r fﬂ'(el) = eU(i)‘

Montrer que p, = % Y. fo estun projecteur et donner ses caractéristiques.
geS,

MATRICES

34. Montrer que les ensembles de matrices suivants munis des lois usuelles sont des espaces
vectoriels et donner pour chacun d’eux une base et la dimension. Sont-ils des algebres? com-
mutatives? unitaires?

_Ix Yy 2 _J(x Sy
a)E—{(sy x)/(x,y)elR} b)E—{(

y x+3y

/(x,y)E[Rz}

Xy z x+z y-z O
c) E= y z X /(x,y,z)EIR3 d E=<{|y-z x+y y-z /(x,y,z)EIR3
z Xy 0 y-z x+z

35. Calculs de puissances par des identités algébriques (formule du binéme et autres).

a1l 1
a) Soientaelk, A=|(0 a 0 et N=A-als.
01 a

Calculer N3, et en déduire A" pour tout 1 € N.

b) Soient x et y deux scalaires, et M = (m; j)E A (K) telle que, pour tous les indices i et j,
on ait m;; = xet m;j = x+ysii # j. Calculer MP pour tout p € N.

X2 xy xz

c) Soient x, y et z trois scalaireset A= | xy y*> yz|.
xz yz z°
Ecrire A = CL, ol1 C est un vecteur colonne et L un vecteur ligne, puis calculer A”.
36. Soit, pour 0 € R, la matrice carrée d’ordre n Ag = (a;;) définie par a;; = cos ((i +j-2) 9).
a) Calculer C; +Cj,2 ou C; désigne la j-eme colonne de Ag.
b) En déduire le rang de Ag.
37. Soit E = K, [X] et 28 sa base canonique. Pour P € K[X], on pose : ®(P) = 3XP’ + (X? -~ 1)P".
a) Montrer que @ définit un endomorphisme de E.
b) Ecrire la matrice M de @ dans la base .
¢) @ est-il un automorphisme de E?

d) Déterminer une base de son noyau et de son image.

38. On considére un endomorphisme u dont la matrice dans une base 2 de R® est

-1 1 1
0 0 2
1 -11

a) Déterminer I'image et le noyau de u. Les comparer.

b) Calculer la matrice de u? sur %, son image et son noyau. Démontrer sans calcul que
3
u’® =0.

¢) Déterminer tous les vecteurs e tels que la famille (e, u(e), 12 (e)) soit une base. Détermi-
ner la matrice de u dans une base de ce type.

d) On considére maintenant I'endomorphisme v = Idg +u. Trouver sans calcul I'image et
le noyau de v, la matrice dans 98 de v" et celle de vl

39. Soient A = (; i) et f 'application de .#>(R) dans .4, (R) définie par f(M) = AM.

a) Déterminer une base de Ker f.
b) Lendomorphisme f est-il surjectif?
¢) Déterminer une base de Im f.

d) Le noyau et 'image de f sont-ils supplémentaires?
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ALGEBRE 1 — ALGEBRE LINEAIRE (REVISIONS ET COMPLEMENTS)

SPECIALES PSI — LYCEE BUFFON

40. Soit 8 = (ey,...,e,) une base d'un espace vectoriel E.
Soit, pour i € [1, n], F; = Vect(e;, ej+1,...,en)-

a) Soit u € Z(E). Montrer que .#(u) est triangulaire inférieure < Vi € [1,n], u(F;) c
F;.
b) En déduire quel’ensemble des matrices triangulaires inférieures d’ordre n est une sous-
algebre de 4, (K).
¢) Etablir le méme résultat pour les matrices triangulaires supérieures.
41. SoitD:PeK,[X]— P’
a) Justifier que D est un endomorphisme de K, [X].

b) Trouver une base de R, [X] dans laquelle la matrice de 'endomorphisme D : P — P’ n’est
constituée que de 0 et de 1.

¢) Soit Q € R, [X]. Montrer qu'’il existe un unique P € R, [X] tel que P —P' = Q.
d) Montrer que si Q est positif sur R, alors P I'est aussi.

42. Théoreme de Hadamard.

Soit A = (a;j)1<i,j<n € An(C) vérifiant Vi € [1, nl, la;;| > X lay;jl.
J#i

Montrer que A est inversible. (Raisonner par l'absurde)

TRACE
43. Soit E un espace de dimension finie et p un projecteur de E. Montrer que tr p =rgp.
44. Montrer qu’il n'existe pas d’endomorphismes f et g de E de dimension finie non nulle
tels que fog—go f=1Idg
45. Soit M une matrice de rang 1.
a) Montrer qu'il existe une colonne C et une ligne L telles que M = CL.
b) En déduire que M2 = tr(M).M.
¢) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que M soit la matrice d'un projec-

teur.

46. a) Soit A une matrice carrée de format (n, n). Vérifier que I'application ¢ : M — tr(AM)
est une forme linéaire.
Calculer @(E;;) (matrices élémentaires).

b) Réciproquement, établir que toute forme linéaire sur .4, (K) est de ce type.

47. On sait que la trace est une forme linéaire qui vérifie VA,B € .4, (K), tr(AB) = tr(BA).
Réciproquement, on considére une forme linéaire ¢ sur 4,(K) qui vérifie VA,B €
M (K), @(AB) = @(BA).

a) Calculer les produits E;;Eg; et Eg;Ex.
b) En déduire la valeur de ¢(E;j) pour tout (i, j) en fonction de o = (Eq,1).

¢) Démontrer que ¢ est proportionnelle a la trace.

48. Trouver un supplémentaire dans .4/, (KK) de I'ensemble H des matrices de trace nulle.
Donner 'expression des projecteurs associés.

POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES ET SEV STABLES

49. Soient f,g € Z(E) des endomorphismes qui commutent. Montrer Im f et ker f sont
stables par g.

50. Soient H =ker ¢ un hyperplan de E et # un endomorphisme de E.
Montrer que H est stable par u si et seulement si ¢ o u et ¢p sont proportionnelles.

51. Soit f € Z(E) tel que f2 —3f +61dg = 0. Montrer que f est inversible et déterminer f~!.

52. Soit f un endomorphisme d’un KK-espace vectoriel tel que f2 = 41dg.
Montrer que ker(f —2Idg) et ker(f +21dg) sont supplémentaires dans E.

53. SoitEunK-e.vet f € £(E). On suppose :
fP—f-2Idg=0
a) Montrer que f est un automorphisme.

b) Pour n € N, calculer le reste de la division euclidienne de X" par X2-X-2.
En déduire une expression de f” comme combinaison linéaire de f et Idg.
Pour ne 7?

¢) Montrer que ker(f +Idg) nker(f — 21dg) = {0g}.

d) Montrer que ker(f +1dg) + ker(f —21dg) =E.

54. Calculs de puissances al’aide d'un polynéme annulateur.

. -1 -2
a) SortA—(3 4).

Calculer A% —3A +2L.

En déduire que A est inversible et son inverse.

Déterminer pour 1 = 2, le reste de la division euclidienne de X" par X? — 3X + 2.
En déduire A” pour n e N.

-2 0 0
b) SoientA=| 2 1 2 |etsoitE=Vect(l,A).
0o 0 -2

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de .#3(R) et qu'il est stable par produit.
Calculer A" en fonction de n.
1 21
c¢) OnposeA=|1 1 1/.Calculer A?%(A -3l3), et en déduire A”.
1 01

55. Soit EunK-ev et f € Z(E) telle que £ = Idg. Montrer que : E = ker(f —Idg) ® Im(f — Idg).

56. Soit f € Z(E) tel qu'il existe P € R[X] vérifiant P(f) = 0, avec P(0) = 0 et P'(0) # 0.
Montrer que E = Ker(f) @ Im(f) lorsque E est de dimension finie, puis dans le cas général.

<4



