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I- ESPACES VECTORIELS
1. STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

DEFINITION 1 Espace vectoriel
Un K-espace vectoriel est un triplet (E, +,-) ol E est un ensemble et

¢ + une loi de composition interne sur E c’est-a-dire une application de E x E dans E,
telle que (E, +) soit un groupe abélien :
(i) laloi + est associative: V(x,y,z) € E3, (x+ V+z=x+(y+2);
(ii) laloi + est commutative: V(x,y) € E2, x+ y=y+x;
(iii) laloi + possede un élément neutre, noté Og: Vx€E, x+0p = x;
(iv) tout élément x de E posséde un symétrique, noté —x: x+ (—x) =0g.

e - une loi de composition externe a coefficients dans K,
KxE — E
Ax) — A-x

@) 1-x=x;
(i) A-(x+y)=A-x+A-y;

c’est-a-dire une application

vérifiant : V(A, p) € K,V (x, y) € E?,

Gii)) A+ -x=A-x+u-x;
@iv) A-(p-x) =(Ap-x.

Les éléments du K-espace vectoriel E sont appelés les vecteurs et ceux de K sont appe-
1és les scalaires.

¥y PROPOSITION 1
Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel, alors :

e VAeK,Vx€E, Ax=0g < A=00ux=0g
e Y(\,w) eK? Vxe€E,
o VA€eK,V(x,y) € E?

A-pw.x=Ax—pnx
Ax—-p)=Ax—-Ay

2. PRODUIT CARTESIEN D’ESPACES VECTORIELS "ew

Cgf DEFINITION 2 Espace produit
Soient Ey, ..., E, des K—espaces vectoriels.
On définit une structure d’espace vectoriel sur E=E; x --- x Ej, par :

e Og = (Og,,...,0g,)
o (X100 Xp) + A (1, yp) = aa + A Y1, Xp H A Yp)

Les opérations se font composante par composante.

Les propriétés requises découlent directement de celles des espaces E; composante par com-
posante.

3. COMBINAISONS LINEAIRES

DEFINITION 3 Combinaison linéaire
Soit (x;)1<i<n une famille de n vecteurs de E. On appelle combinaison linéaire de la
n

famille (x;);<;j<y tout vecteur de E s’écrivant sous la forme Y A;x; olt (A\;)1<i<n € K™.
i=1

4. FAMILLES GENERATRICES

DEFINITION 4  Famille génératrice d'un espace

| Une famille (x;)1<ij<, de vecteurs de E est dite famille génératrice deE si tout vecteur de
E s’écrit comme combinaison linéaire de (x;)1<i<n-

5. FAMILLES LIBRES ET LIEES

W DEFINITION 5 Famille libre - famille liée

Une famille (x;)1<;<, de vecteurs de E est appelée famille liée si et seulement si un des
vecteurs de la famille s’écrit comme combinaison linéaire des autres vecteurs de la fa-
mille.

Une famille (x;)1<;<, de vecteurs de E est appelée famille libre si et seulement elle n’est
pas liée.

A

PROPOSITION 2 Caractérisation pratique de la liberté
Une famille (x;)1<;<, de vecteurs de E est libre ssi pour tout (Ay,...,A,) e K",

n
Y Aix;=0g = Vie[l,nl, A;=0
i=1

) REMARQUES
o Toute famille contenant le vecteur nul est liée
¢ Une famille de deux vecteurs (x1, x2) est libre <= xj et x» ne sont pas proportion-
nels.
@ Attention, c’est faux pour une famille de trois vecteurs ou plus.

EXEMPLE

La famille (Py,...,P,) de polynémes de K[X] est dite de degrés échelonnés si deg(Py) <
.-+ < deg(P,). Toute famille finie de polyndmes non nuls a coefficients dans K et de de-
grés échelonnés est libre.
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6. BASES

DEFINITION 6 Base

Une famille (e;)1<;<n de vecteurs de E est appelée base de E si et seulement si c’est une
famille libre et génératrice de E.

¥y PROPOSITION 3 Coordonnées

Soit B = (e;)1<i<n une base de E. Tout vecteur de E se décompose de facon unique
comme combinaison linéaire de 28 :

n
Vx€E, A(x,..., x) K", x=) xie;
i=1

Cet unique n-uplet (xy, ..., x,,) s’appelle coordonnées de 3; dans la base 9.

7. EXEMPLES FONDAMENTAUX

EXEMPLES
¢ Le plan & et 'espace & des vecteurs de la géométrie;
1\ (O 0
0 1 0
o K", base canonique : , yeeer ;
0 \O 1

e Polyndmes : K[X], K, [X], base canonique : (1,X,...,X");
+ Fonctions : & (D, K) et, plus généralement % (D,E) ol E est un K-ev;

o Suites : KV, ensemble des suites a valeurs dans K (scalaires) et, plus généralement EV,
ensemble des suites a valeurs dans E (vectorielles) ol E est un K-ev;

II- SOUS-ESPACES VECTORIELS

1. DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES

DEFINITION 7  Sous-espace vectoriel
Soit E un K-ev. Un sous-espace vectoriel de E est une partie de E vérifiant
e Og€eF;

» Feststable par combinaison linéaire : Vx,y€FE VA,pek, Ax+puyeF.

La stabilité fait que les lois + et - induites sur F par restriction sont des lois de F, interne et

externe a coefficients dans K, et qu’elles vérifient les axiomes de la définition 1, F est donc
lui aussi un modele de K-ev.

vv PROPOSITION 4 Intersection de sev
| Toute intersection de sev de E est un sev de E.

/. REMARQUE

@ La réunion de sev n’est en général pas un sev.
On peut montrer que F; UF;, est un sev < F; cF; ou F» c F;.

¥¢ PROPOSITION 5 Sous-espace engendré par une famille
Soit & = (x;)1<i<n une famille finie de vecteurs de E.

Lensemble des combinaisons linéaires de & est un sous-espace vectoriel , le plus petit
(au sens de I'inclusion) qui contienne tous les e;.

On l'appelle sous-espace vectoriel engendré par la famille & et on le note
Vect ((xi)1<i<n)-

2. SOMMES ET SOMMES DIRECTES "%

DEFINITION 8 Somme de sev
Soient (F;)1<i<p des sous-espaces vectoriels de E.

p
On appelle somme desF; 'ensemble F =F; + F» +---+F, = ¥ F; défini par
i=1
p
F=1:) x;i/(x1,...,xp) €Fy x--- xF)
i=1

La somme des F; est'ensemble des vecteurs de E qui se décomposent selon les F;.

DEFINITION 9 Somme directe
On dit que la somme est directe si et seulement si la décomposition est unique;

p p
C'est-a-dire  V(x1,...,%p), (¥1,...,¥p) € [I F;, X x;
i=1 i=1

p
Y yvi = Yiell,pl, x; =y;.
i=1

p
Onnotealors F=F,eF,®---eF,= @ F;.
i=1

Yy PROPOSITION 6

La somme (et la somme directe) de sous-espaces vectoriels est associative et commu-
tative.
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Y PROPOSITION 7

p
Y. F; est un sous-espace vectoriel de E.
i=1
C’est le plus petit sous-espace vectoriel incluant tous les F;.

* THEOREME 1 Caractérisation des sommes directes

p
La somme ) F; est directe si et seulement si
i=1

p p
Y(xii<i<p € [[Fi, Y xi=0g = Viel[l,pl, x; =0g

i=1 i=1

qui traduit I'unicité de la décomposition du vecteur nul.

p
le...pr — ZFZ

lf,l est un isomorphisme.

(xly---yxp) = zxi
i=1

Cela s’exprime également par: ¢:

/. REMARQUE
| @ I ne suffit pas que F; nF; = {Og} pour i # j. Prendre I'exemple de 3 droites du plan.

Cas particulier ol1 p = 2 : sous-espaces supplémentaires

¥¢ PROPOSITION 8 Sous-espaces supplémentaires
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) E=F,oF,
(ii) VxeE, A(x;,x2) €F1 xFy, x=x1+x»
(iii) F1nFy, ={0g} etE=F; +F»

EXEMPLES

« Espace vectoriel des fonctions paires et des fonctions impaires dans E = R®

+ Espaces vectoriels des matrices symétriques et des antisymétriques dans .4/, (K)
 2droites distinctes en dimension 2

¢ Un plan et une droite non incluse dans le plan dans I'’espace de dimension 3

e Une droite et un sev de E qui n'inclut pas la droite

KX] =PoK[X] & K, [X] si Py est un polynéme de degré n+ 1.

III- APPLICATIONS LINEAIRES

1. DEFINITION

@7 DEFINITION 10 Application linéaire
Une application linéaire d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F est une
application vérifant
Vx,yeE,VApekK, fAx+uy) =Af(x)+pf)
Une telle application conserve les combinaisons linéaires .

Un endomorphisme est une application linéaire de E dans lui-méme (E =F).
Un isomorphisme est une application linéaire bijective.

Un automorphisme est un endomorphisme bijectif (auto = endo + iso).

Une forme linéaire est une application linéaire de E dans K, le corps de base.

On note Z(E,F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F,
Z(E) TI'ensemble des endomorphismes de E,
GL(E) I'ensemble des automorphismes de E.

) REMARQUE
| Si f estlinéaire, alors f(0g) = O, c’est automatique!

EXEMPLES
Lapplication nulle : x € E — O est linéaire.
Lapplication identité est un endomorphisme de E (et méme un automorphisme).
La dérivation est un endomorphisme de K[X], de €*°(I, K).
Lapplication évaluation en un point: f — f(a) est linéaire.

¥¢ PROPOSITION 9 Détermination par l'image d’une base
Une application linéaire de E dans F est entierement déterminée par 'image d'une base
deE.

n n
Si%B =(ey,...,en) estune basede Eet x = ) x;e;, alors f(x) = Y x;f(e;).
i=1 i=1

¥¢ PROPOSITION 10 Caractérisation de l'in-, sur-, bi-jectivité par l'image d’une base
Soient E et F des espaces vectoriels. On suppose que E est de dimension finie.
Soit ue Z (E,F). Onaalors:

e uestinjective <= l'image d'une base de E par u est une famille libre de F;
e uestsurjective < l'image d'une base de E par u est génératrice de F;

* uestbijective <= l'image d'une base de E par u est une base de F.
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2. NOYAU ET IMAGE

¥y PROPOSITION 11 Noyau et image sont des sev

Soit f € L(E,F). ker f = {x € E, f(x) = 0p} = f'{0p} est un sev de E et Im f est un sev
deF.

¥y PROPOSITION 12 [Injectivité et noyau
| feZL(EF estinjective < ker f = {0z}.

¥y PROPOSITION 13 Limage d’une famille génératrice engendre l'image
Soit (e;)1<i<n une famille génératrice de E. Soit u € Z (E,F).
La famille (u(ei)ls,-s n) est alors une famille génératrice de Im u.

Autrement dit : 'image est engendrée par 'image d'une base.
¥y PROPOSITION 14 Image isomorphe a un supplémentaire du noyau

Toute application linéaire induit un isomorphisme d'un supplémentaire de son noyau
sur son image.

3. OPERATIONS SUR LES APPLICATIONS LINEAIRES

* THEOREME 2 Structure linéaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Z(E,F) est un espace vectoriel sur K.
Toute combinaison linéaire d’applications linéaires est linéaire.

* THEOREME 3  Composition

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, f € Z(E,F) et g€ £L(EG) Alors gof € Z(E,G).
Toute composée d’applications linéaires est linéaire.
La composition est bilinéaire : fo(g+Ah) = fog+A(foh)et(g+Ah)of =gof+A(hof)

¥y PROPOSITION 15 Isomorphisme réciproque

Si f : E — Fest un isomorphisme alors f~! : F — E est également un isomorphisme (f
est linéaire).

Casou E =F: (GL(E), o) est un groupe (non abélien en général).

4. PROJECTEURS ET SYMETRIES

DEFINITION 11 Projecteurs et symétries
Soient F; et F, deux sev supplémentaires de E: E =F; ¢ F,.
E=F,eF, — E
X=X1+X2 — X
— E
X — X1—X2

La projection sur F; parallélement a F, est 'application p; :

La symétrie par rapport a F; parallelement a F, est 'application s :

AN
N 2pg (%)

¥y PROPOSITION 16 Caractérisation algébrique
e pestun projecteurdeE < pe Z(E)etpop=p.
Alors Im p =ker(p —Idg)
E=Impekerp, x=px)+(x—-px)
p est la projection sur Im p parallelement a ker p
e sestune symétriede E < se Z(E) et sos=1dg.
Alors E =ker(s—Idg) ® ker(s+1Idg) , X = %(x + s(x)) + %(x— s(x))
s est la symétrie par rapport a ker(s —Idg) parallelement a ker(s + Idg)
s p=p,
812 = IdE,

p1+ p2 =1dg,
S1=p1— p2,

piop2=p20op1=0
() =-51(x)  si+Idg=2p;

A

PROPOSITION 17  Famille de projecteurs associés a une somme directe

p
Soit E = @ E;. On note p; la projection sur E; parallélement a } E;.
i=1 j#i

p
v(i, ) e[, pl?, piopj=08ijpi et Y p;=Idg

i=1

5. HYPERPLANS ET FORMES LINEAIRES

DEFINITION 12 Hyperplan
| On appelle hyperplan le noyau d’une forme linéaire non nulle.
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IV- THEORIE DE LA DIMENSION

1. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

DEFINITION 13  Espace de dimension finie
| Lespace vectoriel E est de dimension finie s'il admet une famille génératrice finie.

* THEOREME 4 de la base incomplete
Soit E un espace de dimension finie.

o Version faible : soit £ une famille libre de E. On peut compléter £ pour obtenir une
base de E.

o Version forte : soit £ une famille libre et ¢ une famille génératrice de E. On peut
compléter £ avec des vecteurs de ¢ pour obtenir une base de E.

* THEOREME 5 de la dimension
Soit E de dimension finie. Alors toutes les bases de E ont le méme cardinal.

Ce cardinal commun a toutes les bases s’appelle la dimension de E.

* THEOREME 6 Cardinal des familles libres, génératrices
Soit E une espace de dimension finie .

o Toute famille libre a au plus n vecteurs.

o Toute famille génératrice de E a au moins n vecteurs.

* THEOREME 7 Caractérisation des bases en dimension finie
Soit E une espace de dimension finie 7.

o Z estune basede E «<— % estlibre et Card.% = n.

o Z estune base de E < & est génératrice de E et Card & = n.

¥y PROPOSITION 18 Base et dimension d’un produit en dimension finie
Soient Ej,...,E, des K—espaces vectoriels de dimensions finies n; munis de bases

14
PB,...,Bp. Soit E = [] E; leur produit.
o

1

o La famille ((ei,O,...,()),(e}ll,(),...,()),...,((),...,(),ef),(O,...,(),eZp)) est une base de E

p p
. dim]_[El-: dimE,-.
=1

i=1 i=

2. SOUS-ESPACES VECTORIELS D’UN ESPACE DE DIMENSION FINIE

88 THEOREME 8
Soit E un espace de dimension finie et F un sevde E.

Alors F est de dimension finie et dimF < dimE
Deplus F=E < dimF =dimE.

¥y PROPOSITION 19 Existence d'un supplémentaire
Soit E un espace de dimension finie.
Tout sev de E admet un supplémentaire.
SiE =F; &F,, alors dimE = dimF; + dimF,.

¥y PROPOSITION 20 Formule de GRASSMANN
Soit E un espace vectoriel et Fy, F» deux sev de E de dimension finie.
Alors F; + F» est de dimension finie et
dlm(Fl +Fy) = dlmFl ar d1mF2 - d1m(F1 NFy)

¥y COROLLAIRE 1 Dimension d'une somme
Soit E un espace de dimension finie et Fy,...,F, des sev de E.

p p
dim Z F; < Z dimF;

i=1 i=1

¥y PROPOSITION 21 Base adaptée a une décomposition en somme directe
Soient (F;)1<i<n des sous espaces vectoriels de E; on suppose que chaque F; est muni

d’'une base %;.
p
E= @ F; < laréunion de tous les vecteurs des bases (%;)1<<p forme une base de
i=1
E.
Une telle base de E est dite adaptée a la somme directe.

Décomposition en somme directe obtenue par partition d’'une base.
Si B = (ey,...,e,) est une base de E et p € [1,n], les sous-espaces Vect(ey,...,ep) et
Vect(ep+1,...,en) sont supplémentaires dans E.

Plus généralement, une partition de 28 fournit une décomposition de E en somme directe de
Sev.

Yy PROPOSITION 22 Dimension d'une somme directe

p p
dim@F; = )_ dimF;
i=1 i=1
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¥y PROPOSITION 23 Caractérisation d'une somme directe par la dimension
Les sous-espaces Fy, ..., Fp sont en somme directe si et seulement si

p p
dim Z Fl' = Z dimFi
i=1 i=1

3. RANG D’UNE FAMILLE DE VECTEURS

DEFINITION 14 Rang d'une famille de vecteurs
Soit E un espace vectoriel et & = (x1,... X) une famille (finie) de vecteurs de E.
Le rang de & estla dimension du sous-espace (de dim finie) engendré par &
rg% = dimVect(%)

¥y PROPOSITION 24  Liberté, génération et rang
Soit E un espace de dimension finie n et & = (x1,... xp) une famille (finie) de vecteurs
deE.
e 1gF <min(n, p)
e 18 =dimE < & est génératrice de E
o 1gF =Card¥ < & estlibre

4. APPLICATIONS LINEAIRES EN DIMENSION FINIE
vy PROPOSITION 25
Soient E et F deux espaces de dimension finie.
il existe u € Z(E,F) injective <= dimE < dimF
il existe u € Z(E,F) surjective <= dimE = dimF
il existe u € Z(E,F) bijective <= dimE = dimF

* THEOREME 9 Théoreme du rang

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un espace vectoriel quelconque.
Soit u € Z(E,F). Alors Im u et ker u sont de dimension finie et
dimE = dimker u + dimIm u

/6. REMARQUE

| @ Cela ne signifie pas que ker u et Im u sont supplémentaires (cf exercices).

DEFINITION 15 Rang d'une al
Soient E et F deux espaces vectoriel, E étant de dimension finie, et f € Z(E,F).

Le rang de f estla dimension (finie) de son image
1gf =dimIm f

At

PROPOSITION 26 Injectivité, surjectivité, bijectivité et rang
Soient E et F deux espaces de dimension finie, et f € Z(E,F).
f estinjective <= rgf =dimE
f estsurjective < rgf =dimF
f estbijective < rgf =dimE =dimF

¥¢ PROPOSITION 27 Automorphismes en dim finie
Soit f € Z (E) ou E est un espace de dimension finie. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

(i) f estinversible (= bijectif = automorphisme)
@ii) 1gf=n
(iii) f estinjectif
(iv) f estsurjectif

(v) f estinversible a droite

(vi) f estinversible a gauche

/6. REMARQUE
@ Ce résultat est faux en dimension infinie; considérer par exemple les endomor-
phismes de R[X] définis par P — P’ et P — XP.

¥¢ PROPOSITION 28 Rang et composition
Soient E et F des espaces vectoriels de dimension finie. Soit f € £ (E,F) et g Z (EG).

Alorsrg(go f) <max(rg f,1gg).
De plussi f est un isomorphisme, rg(go f) =g g et si g est un isomorphisme, rg(go f) =

rgf.

¥y PROPOSITION 29 Hyperplans en dimension finie
| SiE est de dimension finie, H est un hyperplan de E < dimH = dimE - 1.

* THEOREME 10 Dimension de £ (E,F)

SiE et F sont des espaces de dimension finie, alors £ (E, F) est de dimension finie et
dim % (E,F) =dimE x dimF
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V- MATRICES

Dans cette section, tous les espaces vectoriels sont supposés de dimension finie.

1. DEFINITIONS

W DEFINITION 16  Matrice (n, p)
Une matrice de type (n, p) est un tableau a n lignes et p colonnes

ay  a aip
ax  ax @2p
A=(ajj) 1sisn =
1<j<p
anl  Aan2 Anp

On note ./, (K) I'ensemble des matrices de type (n, p) et .4, (IK) I'ensemble des ma-
trices carrées de taille n.

DEFINITION 17 Matrice d’une famille de vecteurs

Soit %8 = (ey, ..., en) une base de E;,. Soit & = (x3,..., Xp) une famille de vecteurs de E.
La matrice de & dans la base % est la matrice de type (7, p) dont les colonnes sont
constituées des coordonnées des vecteurs x; de % dans la base %8.
X1 X2 000 xp
e
ann  am alp| —e
M (F) = ay  ax @p| —e
anl  Aan2 Anp) —é€n

W( DEFINITION 18 Matrice d’une application linéaire
Soit B = (ey,...,ep) une base de E;, et € = (e],...,e),) une base de F,,.
Soit f € £ (Ep,F,).
La matrice de f dans les bases 98 et € est la matrice (de type (7, p)) de la famille
f(AB) =(f(e1),..., f(ep)) dans la base €.
fle1) f(e2) ... flep)
l Lo

an  ap aip — €

Mcg@ (f) =l ax ax azp — e/z
/

anl1  Qn2 anp) — ey

¥y PROPOSITION 30
Les bases % de E,, et ¢ de F,, étant fixées, I'application £ (E,,F,) — M, (K) est

f — Men(f)
bijective.

@Z/{ DEFINITION 19 Application linéaire canoniquement associée a une matrice
Soit A € A, (K). Lapplication linéaire canoniquement associée a A est I'application li-
néaire fj : K” — K" dontla matrice dans les bases canoniques est A.
VXeK?, fuX)=AX

) REMARQUE
Dans ce cas précis, les vecteurs de K" étant confondus avec leurs coordonnées dans la
base canonique, les colonnes de A sont les vecteurs Ae; ot les e; sont les vecteurs de la

base canonique de KP.

p p
Ennotant C; les colonnes de AetX= } xje;, AX=} x;C;.
j=1 i=1

v¢ PROPOSITION 31 Matrice et coordonnées
Soit f € £ (E,,F,) et A sa matrice dans les bases 2 et € : A=l ¢x(f).
Soient x € Ep, X ses coordonnées dans %8 et y € F;,, Y ses coordonnées dans €.
y=f(x) < Y=AX

W DEFINITION 20 Rang d’une matrice
Soit A € M pp (K).
Le rang de A noté rgA est le rang de ses colonnes comme vecteurs de K”.
SiA=Mp(F), alors 1gA=1gF.
SiA=_Msz(f), alors rgA=1gf.

2. STRUCTURE LINEAIRE

DEFINITION 21  Somme et produit externe

Soient A = (a;;) et B = (b;;) € Mpp(K) et A € K. La matrice C = A + AB est la matrice de
terme général
Cij = aij +)\bij

gff DEFINITION 22 Matrices élémentaires

Les matrices élémentaires de .#y, (IK) sont les matrices E;; définies par : le terme (i, j)
de E;; vaut 1, tous les autres sont nuls.
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* THEOREME 11 Structure linéaire

Ces opérations munissent .4/, (K) d'une structure d’espace vectoriel sur K.
Cet espace est de dimension finie n x p et les matrices élémentaires en forment une
base appelée base canonique de My, (K).

¥¢ PROPOSITION 32
Soit = (ey,...,ep) une base de E,, et € = (e,...,e),) une base de F,.
Lapplication £ (E,,F,) — ,,(K) estunisomorphisme.
f — Men(f)

3. PRODUIT MATRICIEL

DEFINITION 23 Produit matriciel

Soient A € M, (K) et B € ,,(KK). Le produit matriciel AB est la matrice C € .4;,,(KK)
dont le terme général est

p
¢ij = ) aikby;
k=1

vv PROPOSITION 33  Produit de matrices élémentaires
| Eij-Ex;=8;kEu

¥y PROPOSITION 34  Produit matriciel et composition
| Si Men(f)=Aet Mye(g) =B alors Mygp(go f) =BA.
Mopz(gof) =My (8) Moz (f)

¥y PROPOSITION 35 [Inversibilité
Soient E et F deux espaces de méme dimension finie .
Soit f € L (E,F) et A= Mz (f) (€ M,(K)).
f estun isomorphisme <= A est inversible.
Dans ce cas, Mg (f™1) = [j&ggg(f))_l

vv PROPOSITION 36 Inversibilité 2
Soit A € ./, (K). Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) A estinversible
(ii) rgA=n
(iii) A estinversible a droite

(iv) Aestinversible a gauche

/~ EN PRATIQUE
Pour calculer A~!, on peut utiliser la méthode du pivot ou mieux, inverser le systéme
linéaire Y = PX.

4. CHANGEMENT DE BASES ET MATRICES SEMBLABLES

¥y PROPOSITION 37 Matrice de changement de base
Soit 4 = (ey,...,e,) une base de E;;.
La famille & = (x3,..., x;) est une base de E < .#» (%) est inversible.
Dans ce cas, g (B) = (J%@(ﬂ))_l

¥¢ PROPOSITION 38 Changement de base et coordonnées
Soient E de dim finie, % et %’ deux bases de E et P la matrice de passage de %8 a %8’.
Soit x € E, X et X ses coordonnées dans 2 et 8’ respectivement. Alors

X =PX

/6. REMARQUE
Cette formule exprime les « anciennes » coordonnées en fonction des « nouvelles ». Si
on veut les nouvelles en fonction des anciennes, il faudra inverser la matrice P.

¥y PROPOSITION 39 Changement de base et matrices

Soient E et F de dim finie, 28 et 8’ deux bases de E, € et €’ deux bases de F, P la ma-
trice de passage de 8 a %’ et Q la matrice de passage de € a %'.

Soit fe Z(E,F),A=Mez(f) et B= Mg g (f).Alors

B=Q AP

Dans le cas d'un endomorphisme : E=F, B =€ et B’ = €', la formule devient

B=P AP

<9>
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DEFINITION 24

Soient A et B deux matrices de .4/, (K). On dira que A et B sont semblables si et seule-
ment s'il existe une matrice P € GL,(K) telle que A = P~!BP.

Matrices semblables

A

PROPOSITION 40 Propriétés
e Lapplication A — P~!AP définit un automorphisme de .4, (K).

o Larelation de similitude est une relation d’équivalence.

¢ Deux matrices semblables représentent le méme endomorphisme dans des bases
différentes.

o Deux matrices semblables ont méme rang (la réciproque est fausse).

5. TRACE D’UNE MATRICE CARREE ET D’UN ENDOMORPHISME "¢%

W( DEFINITION 25 Trace d’une matrice carrée

n
| La trace d'une matrice carrée est la somme des termes de sa diagonale : tr(A) = ). a;;
i=1

¥ PROPOSITION 41 Propriétés de la trace d’'une matrice carrée
e La trace définit une forme linéaire non nulle sur .4, ()
o YA€ M)y, tr(AT) =trA
o V(A,B) € (4, (K))?, tr(AB)=tr(BA)

¢ Deux matrices semblables ont méme trace (la réciproque est fausse)

/4. REMARQUE
@ Cela ne signifie pas qu'on peut ré-écrire les facteurs d'un produit dans n'importe
quel ordre. Avant d’appliquer cette formule, on s’astreindra a mettre des parentheses
pour n'avoir plus que deux facteurs : tr(ABC) = tr (A(BC)) = tr((BC)A) = tr(BCA) mais
tr(ABC) # tr(BAC) en général.

DEFINITION 26  Trace d’un endomorphisme
Soit u € £ (E). Soit 28 une base de E. On note A la matrice de u dans la base 23.
La trace de A ne dépend pas de la base de E choisie. On note alors tru = trA.

|

Yy PROPOSITION 42 Propriétés de la trace d'un endomorphisme
| Latrace est une forme linéaire sur £ (E) qui vérifie tr(uo v) = tr(v o u).

6. DECOUPAGE PAR BLOCS ET STABILITE "¢w

W DEFINITION 27 Matrice-blocs

Soit M € M, +py,np+p, (). On définit la matrice M a l'aide des 4 blocs A € .y, 5, (K),
A B

B e M, p,(K), C€ Mp,n, K) €t D € Mp, p, (K) de telle sorte que M = (C D)

CAS PARTICULIERS :

» Une matrice est diagonale par blocs si les blocs diagonaux sont carrés et si les blocs
situées en dehors de la diagonale sont tous nuls.

* Une matrice est triangulaire supérieure (respectivement inférieure) par blocs si et
les blocs diagonaux sont carrés et si tous les blocs strictement en-dessous (resp au-
dessus) de la diagonale sont nuls.

¥¢ PROPOSITION 43 Calcul par blocs
¢ Les formules de calculs (somme, produit par un scalaire, produit matriciel) sur les
matrices par blocs sont, a condition que la taille des blocs soit compatible, les mémes
que pour les matrices définies coefficients par coefficients.
A B); (AT CT
¢ o) =[5 o

¢ Transposition : ( D BT DT

W DEFINITION 28 Sev stable par un endomorphisme
| Un sous-espace vectoriel F de E est dit stable par un endomorphisme u de E si u(F) < F.

W( DEFINITION 29 Endomorphisme induit
Soit F un sev de E stable par un endomorphisme u.
La restriction ur de u a F définie par : Vx € F yr(x) = u(x) est un endomorphisme de
F, appelé endomorphisme induit par u sur F.
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Yy PROPOSITION 44  Stabilité et matrice triangulaire par blocs

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F un sev stable par u.

Dans une base % adaptée a F, c’est-a-dire dont les premiers vecteurs forment une base
. . . A B\ . . ¢

de F, la matrice de u est triangulaire par blocs ( 0 C) ou A est la matrice (carrée) de u;

dans la base de F formée par les premiers vecteurs de Z8.

Réciproquement, si 98 est une base adaptée a F dans laquelle la matrice de u est de la
forme précédente, alors F est stable par u.

Q) REMARQUE
GENERALISATION : Soient Fy,F»,---,F, des sous-espaces vectoriels de E stables par u
tels que F; = F; c... € F, = E. On peut construire une base de E dans laquelle la matrice
de u est triangulaire supérieure par blocs et réciproquement. ..

(%f DEFINITION 30 Trigonalisable
En particulier, si p =dimE et Vi € [1, pl, dimF; = i, il existe une base de E dans laquelle
la matrice de u est triangulaire supérieure.
On dit alors que I'endomorphisme u est trigonalisable.

¥y PROPOSITION 45 Stabilité et matrice triangulaire
Soit % = (e1,e2,---,e,) une base de E.
On pose F; = Vect(ej, ez, -, e;) pour tout i € [1, n].
Soit u € £ (E).
Mat(u, %) est triangulaire supérieure <= Vi € [1,nl], F; est stable par u

a) Matrices diagonales par blocs

¥¢ PROPOSITION 46  Stabilité et matrices diagonales par blocs
Soit E un espace vectoriel de dimension finie tel que E = F; @ F» ou1 F; et F, sont des
sous-espaces vectoriels stables par u.
Dans une base 98 adaptée a cette somme directe, la matrice de u est une matrice dia-
gonale par blocs.
Réciproquement, si 28 est une base adaptée a la somme directe et dans laquelle la ma-
trice de u est diagonale par blocs, alors F; est stable par u pour tout i € {1,2}.

Q) REMARQUE
GENERALISATION : Soient Fy,F»,---,F, des sous-espaces vectoriels de E stables par u

tels que E = ) @ F;. On peut construire une base de E dans laquelle la matrice de u est
<i<p

diagonale par blocs et réciproquement. ..

VI- POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES ET DE MATRICES "%

1. DEFINITION

(Z/ DEFINITION 31 Polynémes d’endomorphismes et de matrices
p
SoientP= Y apXFeK[X] et ue Z (E).
k=0

p
On note P(u) 'endomorphisme de E défini par P(u) = Y. ak.uk.
k=0

p
Soit A € ./, (K). on note P(A) la matrice de .4/, (IK) définie par P(A) = . ak.Ak.
k=0

77

PROPOSITION 47 Propriétés en vrac

+ Soient P et Q des polynomes de K[X], A un scalaire, u € £ (E) et A € 4, (K).
P+Q)(w) =P() +Q(w), PQ)(w)=Pm)oQ(u) et (AP)(w)=AP(w).
P+Q)A)=PA)+Q(A), (PQ)A)=P(A)oQ(A) et (AP)(A)=AP(A).

e Soientue Z (E) et Ae #,(K). Lesapplications P — P(u) et P — P(A) sont des mor-
phismes d’algebre c’est-a-dire linéaires et respectant les produits.

¢ Les endomorphismes P(u) et Q(x) commutent ainsi que les matrices P(A) et Q(A).
o kerP(u) et ImP(u) sont stables par u.

¢ Si A et B sont deux matrices semblables, P(A) et P(B) sont semblables pour tout po-
lynéme P.

2. POLYNOME ANNULATEUR

DEFINITION 32  Polynéme annulateur
Soit u € £ (E). Un polyndme P tel que P(u) = 0 est dit polynéme annulateur de u
Soit A € ./, (K). Un polynoéme P tel que P(A) = 0 est dit polynéme annulateur de A.

On dira qu'on a qu'un annulateur est minimal s’il est de degré minimal.

EXEMPLE

Recherche de polyndme annulateur minimal lorsque :

.

5 (iii) u estun projecteur

3

@ A= ( (i) A=

(iv) u est une symétrie

S o N
(=2 i)
S O O

<11p>
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Application au calcul de I'inverse et des puissances.

p
o A (u) etinversible < il admet un annulateur P = }_ aka tel que P(0) #0 (ap #0).
k=0

p
On obtient alors A™! = — aio Y. a;A*1 est un polynome en A de degré p — 1.
k=1

p
¢ Sil’on connait un annulateur scindé P = [] (X —«;)™, on écrit la division euclidienne de
i=1
X" parP:X"=PQ,+R; (x)etoncalculeR,= Y aka grace aux substitutions X := «;
k=0
dans () (et ses dérivées successives en cas de racine multiple) en résolvant le systeme li-

néaire en les a; obtenu.

n-1
On effectue enfin la substitution X := A pour obtenir A” =R, (A) = Y akAk.
k=0

VII- DETERMINANT

1. DETERMINANT D’UNE FAMILLE DE VECTEURS DANS UNE BASE

* THEOREME 12 Déterminant d’'une famille dans une base (dem HP)

Soit E de dimension 7 muni d'une base 2. Il existe une unique application ¢ : E" — K
vérifiant :

o @ est n-linéaire (linéaire en chacune de ses variables) ;
o (p est alternée : si deux vecteurs de la famille sont égaux, le déterminant est nul;
(] (p(%) = l

Cette application est appelée déterminant dans la base 8 et notée detgg.
De plus toute forme n-linéaire alternée sur E est proportionnelle a detg.

* THEOREME 13  Caractérisation des bases

| Soit 2 = (ey,...,e,) une base de E.
La famille (x,..., x;) est une base de E < detg(x1,...,x;) Z0

Yv PROPOSITION 48 Déterminant et changement de base
| Soit B et B’ deux bases de E.On a: detg = detg (%) -detg

vy PROPOSITION 49 Regles de calcul

« Si on intervertit deux vecteurs de la famille, son déterminant est changé en son op-
posé.

« S’il y arépétition dans la famille, son déterminant est nul

* On peut factoriser un scalaire dans chacun des facteurs :
detg(A1x1,...,Anxn) =A1...Apdetg(x1,..., X,)
En particulier detg (Axy,...,Ax,) = A" detg(x1,..., x,)

o Le déterminant est inchangé si on ajoute al'un des vecteurs de la famille une combi-
naison linéaire des autres.

o Sila famille est liée, son déterminant est nul.
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2. DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME

* THEOREME 14 Déterminant d’'un endomorphisme
Soit E un espace de dimension 7 et f un endomorphisme de E.
Le scalaire detg ( f (38)) =det (M@ ( f)) est indépendant de la base 28 choisie.
On I'appelle déterminant de ’endomorphisme f.

On a la relation :
detg (f(x1),..., f(x,) = det f-detg(x1,..., Xp)

¥y PROPOSITION 50 Propriétés
o detldg =1

o det(uov) =detu-detv
e ueGL(E) < detu#0
o det(Au) = \"detu.

1
detu "

et dans ce cas, det(u™!) =

3. DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

DEFINITION 33  Déterminant d’'une matrice carrée
Soit A € 4, (K). Le déterminant de A est celui de 'endomorphisme fj canoniquement
associé a A.
C’est aussi le déterminant de ses colonnes dans la base canonique de K.

vv PROPOSITION 51 Reégle de SARRUS

c

Pour une matrice de taille 2, ‘Z dl= ab—bc

Pour une matrice de taille 3,
ay diz ai3| dil a2

a2 sz x| pe_ a2

asy dsz dsz| Azl ds2

(ar1azzas3 + arpdz3azy + ajzdp) asz)
—(az1azxza13 + sz azzay + azzaz1 ai2)

PROPOSITION 52 Regles de calcul
» Sion intervertit deux colonnes de A, son déterminant est changé en son opposé.

« S’il y arépétition dans les colonnes, son déterminant est nul

¢ Sil’on multiplie une colonne de A par un scalaire A, son déterminant est multiplié
par A.
En particulier det(AA) = A" detA

¢ Le déterminant de A est inchangé si on ajoute a l'une de ses colonnes une combinai-
son linéaire des autres.

e Sil'une des colonnes de A nulle ou combinaison linéaire des autres, son déterminant
est nul.

+ Deuxmatrices A et B équivalentes par colonnes (resp. par lignes) ont le méme déter-
minant.

« Le déterminant est invariant par transposition : det(A”) = detA.
CONSEQUENCE : on peut remplacer « colonne » par «ligne » dans tout ce qui précede.

PROPOSITION 53 Déterminant et produit
VA,Be 4,(K), det(AB)=detA-detB

M € ,(K) est inversible < detM # 0

Dans ce cas, detM™1) = deiM

¥y PROPOSITION 54 Matrices semblables et déterminant
| Deux matrices semblables ont méme déterminant.

¥y PROPOSITION 55 Déterminant d’'une matrice triangulaire
Le déterminant d'une matrice triangulaire est égal au produit de ses termes diagonaux.
Cela reste vrai a fortiori pour une matrice diagonale.

¥y PROPOSITION 56 Déterminant d’'une matrice triangulaire par blocs

A
Soit M une matrice de .4, (K) triangulaire par blocs : M = (0 g) ol A et B sont des

blocs carrés. On a alors
detM = detA-detB

Ce résultats se généralise a une matrice triangulaire par blocs avec un nombre de blocs
quelconque : son déterminant est égal au produit des déterminants de ses blocs diago-
naux.
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4. DEVELOPPEMENT SELON UNE RANGEE NOTE A 'ATTENTION DES ELEVES VENANT DE MPSI
Lexpression du déterminant a I'aide du groupe symétrique et la notion de comatrice sont
W DEFINITION 34 Mineur principal, cofacteur hors-programme en PSI.

Le mineur principal de place (i, j) de la matrice A € .4, (K) est le déterminant A;; de la
matrice de taille 7 — 1 obtenue a partie de A en supprimant le i-éme ligne et la j-eme
colonne.

Le cofacteur de place (i, j) est A;j = (-1 A;;.

VIII- POLYNOMES DE LAGRANGE "ew

Yv PROPOSITION 59 Polynéme de LAGRANGE

Soient (ay, -, a,) une famille de n + 1 éléments de [K 2 a 2 distincts.
¥y PROPOSITION 57 Développement suivant une rangée Lapplication u: K,[X] — Kl est un isomorphisme
Soit A = (a;,j)1<i,j<n € An([K).OnaVje[l,n] P — (P(ag),---,P(an))
n . .
detA=) (-1 a;jA;j (dvpt selon la colonne j) Soit ip € [0, ]. Il existe un unique polynome L;, de degré inférieur ou égal a n tel que
l:1n Vje IIO) n]]) Lio(aj)ZSioj
detA=) (-1)"a;;A;; (dvpt selon la ligne i) Ona .
j=1 Liy=—— [[X-a))
’ 11 (aiy - aj)) Jj#io
J#io
5. DETERMINANT DE VANDERMONDE (Lo,Ly,...,L;) est une base de K, [X] et les coordonnées d’'un polynome P dans cette
base sont (P(a),...,P(an)) :
¥y PROPOSITION 58 Déterminant de Vandermonde n
Ftant donné des scalaires X, xi,..., X5, on note V(xp,xi,...,X,) le déterminant PX) = Z P(a;)L;(X)
d’ordre 7 + 1 défini par : =0
1 1 - 1
Xp X1 ° Xp
2 2 2
V(xo,X1,...,x) =% X1 =" Xn
x§ xf x)!

Ona:
V(x())xl)---)xn): H (xl'_x]').
0sj<isn
On en déduit que :
V(xg,X1,...,Xn) Z0 < les (x;)o<i<n sont deux a deux distincts

<14>
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