Chapitre 1 - Compléments d’algebre linéaire

On désigne par K 'ensemble R des réels ou 'ensemble C des complexes.

I - Rappels de premiére année

Les notions ne sont pas présentées dans l'ordre naturel de leur construction. On s'autorise par exemple a parler
de déterminant avant de l'avoir défini. La présentation rigoureuse de tous ces objets a été faite en premiére année. Ici, on se
contente de rappeler des définitions et résultats (et il en manque!), sans démonstration.

1) Familles de vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel.

Définition I.1.1. Soit n € N*. Soient (i, ..., #;) une famille de n vecteurs de E.
e On définit le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille (v, ..., u,) (on dit aussi engendré par les vecteurs
U, ..., Up) noté Vect(uy,..., u,) par:

n n
Vect(uy, ..., un) =4 D Aitti, Ai1sisn €K™ p =4 x€ E| IAi1<isn €K™, x=)_ Aju;
i=1 i=1
e Ainsi, Vect(uy,..., u;,) est’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs uy, ..., Uy.
+ On convient que le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille vide est {Og}.
e On appelle rang de la famille (u,, ..., #,;) la dimension de Vect(u;, ..., uy).
e On dit que la famille (u,..., uy,) est génératrice de E si Vect(uy, ..., u,) = E, autrement dit si tout élément de E peut
s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs u;.

Définition I.1.2. On suppose que n = 1. Soit (uy,..., U,) une famille de »n vecteurs de E.
e Ondit que la famille (uy,..., u,) est libre ou que les vecteurs uy, ..., U, sont linéairement indépendants si, pour tous
n

A1, ..., Ay dans K, on a M A;u; = 0 seulement si tous les A; sont nuls, autrement dit :
i=1

n
VA)isizn €K, (3 Aiuj =0p) = (V1<i<n, ;=0).
i=1
n
e Dans le cas contraire, il existe une liste (11,...,1,) de scalaires non tous nuls telle que M,. Aiu; =0g. Une telle
i=1
relation est appelée relation de liaison et on dit alors que la famille (uy,...,u,) est liée ou que les vecteurs
ui, ..., Uy sont linéairement dépendants.

e On convient que la famille vide est libre.

Définition 1.1.3.
Une famille finie de vecteurs de E est une base de E si elle est libre et génératrice de E.

Exercicel.1.4.

Montrer que F = eR*|x—y+z+2t=0et2x—y+2z—t=0 p estun sous-espace vectoriel de R* dont on donnera une base.

~ N < =



Théoreme 1.5. Soit n € N. Supposons que E est de dimension n et est muni d'une base %.
Soit 9B une famille de n vecteurs de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) & estunebasedeE;

(2) 2B est une famille libre;

(3) & est une famille génératrice de E ;

(4) P estderang n (rang qui peut étre obtenu matriciellement);
(5) la matrice A de la famille 98 dans la base 28 est inversible;

(6) le déterminant de A est non nul.

Exercicel.1.6. Notons E = R3[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré au plus 3. On considere la
famille

B=Py=X-DNX-2)(X-3),P1 =X(X-2)(X-3),P, =X(X-1)(X-3),P3=X(X-1)(X-2)).
Démontrer que 28 est une base de E et déterminer les coordonnées d'un polynéme P de E dans cette base.

Théoréme L1.7. Supposons que n € N*. Soit B = (e;)1<i=, une famille de vecteurs de E.
* 9B est une base de E si et seulement si, pour tout vecteur x de E, il existe une et une seule famille de scalaires (1;)1<i<n
n
tellequex =) Aje;.
i=1
e Onditalors que (A;)1<i<n est la famille des coordonnées de x dans la base .

M
Ao
o On appelle alors matrice-colonne des coordonnées de x dans 2 la matrice| . | € M1 (K).
An
o Lapplication suivante est un isomorphisme :
M1 (K) — E
M
A n
— X= M P«.mm
: i=1
An

Remarque. Ce résultat montre I'importance de connaitre une base. Elle permet de faire du calcul vectoriel en utilisant
uniquement les coordonnées des vecteurs. On pourra par exemple utiliser les coordonnées pour démontrer une
colinéarité, une liaison entre vecteurs, la liberté d'une famille,... puisqu’une relation entre vecteurs se traduira par la méme
relation entre les matrices-colonnes de coordonnées.

& Attention, les coordonnées sont un atout précieux mais on ne confondra pas un vecteur x de E avec ses
coordonnées dans une base, on écrira :

Levecteur x a (Ay,...,Ay) pour coordonnées dans %
ou
Les coordonnées de x dans B sont (A1,...,A,).

ou
M
La matrice-colonne des coordonnées de x dans 94 est

An



2) Applications linéaires

Soient E et F deux [K-espaces vectoriels.

Définition 1.2.8. Soit f: E — F linéaire.
(1) On appelle image de f le sous-espace vectoriel de F suivant :
Im(f) = f(E) ={f(x), x€ E}.
Lorsque Im(f) est de dimension finie, on appelle rang de f la dimension de Im(f).

(2) On appelle noyau de f le sous-espace vectoriel de E suivant :

Ker(f) = {xe E| f(x) = 0g} = 1 (10}).

Exercicel.2.9. Soient f et g deux endomorphismes d'un espace vectoriel E.
(1) Montrer que Ker(f) cKer(go f) et Im(go f)cIm(g).

(2) Montrer que :
» (Ker(go f) =Ker(f)) < (Ker(g) nIm(f) = {0g});
¢ (Im(go f)=Im(g)) < (Ker(g)+Im(f) = E).

Théoréme1.10. Soit f : E— F linéaire.

(1) f estinjective si et seulement siKer(f) = {Og}.
On rappelle que Uinclusion {0g} < Ker(f) est toujours vérifiée.

(2) f estsurjective si et seulement silm(f) = F.
On rappelle que Uinclusion Im(f) c F est toujours vérifiée.

(3) SiE estdedimension finie et que 9B est une base de E, alors la famille f(98) est une famille génératrice de Im(f).

Théoremel.11. Supposons queE et F 35@%% méme dimension mi& n. Soit f € Z(E, F).

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) f estinjective;
(2) f estsurjective;
(3) f estun isomorphisme;
“@ rg(f) =n.
On utilisera en particulier ce résultat si f est un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie.

Théoréme1.12 (Formule du rang).

(1) Soitue ¥£(E,F).
Si Ey est un supplémentaire de Ker(u) dans E (c'est-a-dire E = Ey & Ker(u)), alors u induit

un isomorphisme de Ey surIm(u) : Uapplication  Ey — Im(u) estunisomorphisme.
x = ux)

(2) On suppose Q:wﬁm estde &5@533%5&. Soitue L(E,F).
Alors u est de rang fini, Ker(u) est de dimension finie et

dim(E) = rg(u) + dim(Ker(u)) = dim(Im(u)) + dim(Ker(u)).

2
3

(1) Montrer que f est linéaire.

4
6

Exercicel.2.13. Onnote A= ﬁ H
(2) Déterminer une base et la dimension de Ker(f).

(3) Déterminer une base et la dimension de Im(f).

u eton définit'application f de .#>(R) dans lui-méme définie par: VM € 4> (R), f(M)=AM.



Définition - Théoréme 1.2.14. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie 7 € N* muni d'une base % = (¢;)1<i<5. On
appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel de E qui vérifie I'une des propriétés équivalentes suivantes :

(1) dim(H)=n-1;

(2) il existe une droite vectorielle D telle que E = H® D;

(3) pour tout vecteur x n’appartenant pas a H : E = H & Vect(x);
(4) il existe une forme linéaire non nulle ¢ telle que H = Ker(¢);

n
(5) il existe une famille de scalaires non tous nuls (ay, ..., a,) telle que, pour tout vecteur x = M,. x;e; de E :
i=1

n
xeH < M&t&uo.
i=1

Cette relation caractérise les vecteurs de H, on dit que c’est une équation de H dans la base 28.

n
Exemple1.2.15. Soit n = 2. Notons E = .4, (R). Justifier que H={ M€ E| )_(M);; =0 ¢ estun hyperplan de E.
i=1

3) Représentations matricielles

On a déja défini plus haut la matrice-colonne des coordonnées d'un vecteur dans une base. Les matrices permettent de
représenter les objets de 1'algebre linéaire en dimension finie: vecteurs, familles de vecteurs, bases, applications linéaires.

Définition - Théoreme 1.3.16 (Matrice d'une famille de vecteurs).

» Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie 7, muni d'une base % = (ey, ..., en).
Soit & = (xy,..., Xp) une famille de p vecteurs de E.
n
Il existe une unique famille (a; ;) 1=i=» de scalaires tels que, pour tout j € [1; p], Xj= M aije;.
l<j<p i=1

» Lamatrice A= (a;,j) 1=i=n € Mp, p(K) est appelée matrice de la famille & dans la base 98 et se note Matg ().
l<j<p

» Pourtout j € [1;p], les coordonnées de x; dans la base 98 sont les coefficients de la j-eme colonne de Matg (F).
o Lerangde & est celui de Matg ().
En particulier, si n = p, la famille & est une base de E si et seulement si Matg (&) est inversible. Dans ce cas, la matrice
Matg (&) est appelée matrice de passage de 98 a & et se note P(%, %) ou Pg_.z.

Définition - Théoreme 1.3.17 (Matrice représentative d'une application linéaire).

» Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie p et F un K-espace vectoriel de dimension finie 7.
On considere une base 9 = (ey, ..., ep) de E et une base € = (f1,..., fy) de F.
Soit u : E — F une application linéaire de E dans F.

 On appelle matrice (représentative) de u dans les bases 98 et € la matrice notée Matg « (1) (matrice de .4, (K))
définie par :

Matg « (1) = Mate (1(98)) = Matyg (u(ey), ..., ulep)).
» Pour tout j € [1; p], la j-eme colonne de Matg « (1) est formée des coordonnées dans la base 6 du vecteur u(e;).
On rappelle que les vecteurs u(e E engendrent Im ().
o Lamatrice Matg « (1) ale méme rang que u (quelles que soient les bases 98 et € choisies!).
En particulier, si n = p, I'application u est un isomorphisme si et seulement si Matg « (1) est inversible.
Dans ce cas : Maty (1~ ') = Matg (1) L.
e Si E=F (etdonc p = n), u est un endomorphisme et on choisit souvent 2 = €. On note alors Matg () la matrice
Matg ¢ (1) (matrice de ./, (K)).

Meéthode. &
Le rang d'une famille de vecteurs est égal au rang de la matrice qui représente cette famille dans une base donnée.
Le rang d’une application linéaire est égal au rang de la matrice qui représente cette application dans des bases données.



Il est donc essentiel de savoir déterminer le rang d'une matrice qui est la dimension de I’espace engendré par les colonnes
(ou par les lignes) :
« réaliser des opérations élémentaires sur les lignes ou sur les colonnes ne change pas le rang d’'une matrice;
« on ne change pas le rang d’'une matrice en supprimant une ligne/colonne colinéaire a une autre (en particulier une
ligne/colonne nulle);
¢ le rang d'une matrice échelonnée est égal au nombre de pivots.

Ce vocabulaire ne figure plus au programme officiel, le rang d'une telle matrice pourra étre donné directement.

Exercice1.3.18. Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 2 3 -1 0 1 0 1 -1 2 2 1 3 -3
A=|4 5 6|, B=|2 5 -2 -5|,C=|13 -3 6|, D=|-1 2 1 4
7 8 9 6 5 4 3 -1 1 =2 0 0 0 O

ThéorémeI.19 (Théoréme de représentation).
Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie p et F unK-espace vectoriel de dimension finie n.
On considere une base % de E et une base ¢ de F.

e Lapplication ¥Y: <(E,F) —  Mnp(K) estunisomorphisme d'espaces vectoriels.
u — Matg « (1)
o Lalinéarité deV se traduit par :
V(u,v)e L(E, 3N, Matg « (1 + v) = Matg « (1) + Matg « (v);
Yue Z(E,F), VA €K, Matg ¢ (Au) = AMatg « (1).

o La bijectivité de WV indique qu'une application linéaire est caractérisée par la donnée de sa matrice dans des bases %
et € données.

Définition 1.3.20. * Soit M € .4y »(K). On appelle application linéaire canoniquement associée a M l'unique
application linéaire u : K” — K" dont la matrice dans les bases canoniques de K? et K" est M.
* On appelle alors image de M et noyau de M respectivement I'image et le noyau de u.
On obtient le noyau de M en résolvant directement l'équation MX = 0 (). Dans ce cas, on confond un élément de KP

(respectivement de K") et un élément de \\NFH (K) (respectivement de .45 1 (K)), ce qui est courant.
Les colonnes de M sont alors des vecteurs de Im(M) (elles engendrent méme Im(M)).

o D’apres la formule du rang, on a p = dim(Ker(M)) + dim(Im(M)) = dim(Ker(M)) + rg(M).

Théoreéme 1.21 (Coordonnées de 'image d'un vecteur par une application linéaire).

Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimension finie. On considere une base % de E et une base € de F.
Soitue ZL(E,F). On note A= Matg ¢ (1).

Soit x € E. On note X la matrice-colonne des coordonnées de x dans 9.

Alors AX est la matrice-colonne des coordonnées de u(x) dans 6.

Remarque. @ Soit A € 4y p(K). Considérons le systeme linéaire AX = 0 (par exemple pour déterminer Ker(A) ou Ker(u)).

(1) D’apres la formule du rang, 'espace vectoriel des solutions est de dimension p —rg(A)
(on dit parfois "nombre d’inconnues” moins "nombre d’'équations indépendantes”).

X1
X2
(2) Sion note Cy, Cy, ..., Cp les colonnes de Aet X = | [, alors AX = x1C; + x2C + -+ + x,Cp. Cette observation

X

p
permet souvent de déterminer une (ou plusieurs) solution par observation des colonnes de A, sans avoir a résoudre
explicitement le systeme!



-2 4 4
Exercicel.3.22. (1) Onnote A= 0 1 1/[.Déterminer Ker(A) et Im(A). On déterminera des bases de ces espaces.
-1 1 1

(2) Onnote g: R3[X] — R? .Déterminer Ker(g) etIm(g). Lapplication g est-elle injective ? surjective?
p P(1)
P'(1)+ P"(0)

Proposition I.3.23 (Matrice de la composée de deux applications linéaires).
Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimension finie.

On considere 98,, 9B, et 9B3 respectivement des bases de E, F et G.

Soientue L(E,F) etve L(FG). Ona

Matgg, g, (v o u) = Matg, g, (v) x Matg, g, (u).

En particulier; si u est un endomorphisme de E, alors pour tout k € N : Matgg, (uk) = (Matg, (w)F.

4) Formules de changement de base

Théoréme 1.24 (Changement de base pour les coordonnées d'un vecteur).

Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie. On considere deux bases 9 et %' de E.
Soit x € E. On note X la matrice-colonne des coordonnées de x dans %8

et on note X' la matrice-colonne des coordonnées de x dans %'

Onaalors X = Pg_.gp X' (etdonc X' = Pggr_.z X = (Pgp_. 1) "1 X).

Théoreéme 1.25 (Changement de bases pour la matrice d'une application linéaire).

Soient E et F deux K -espaces vectoriels de dimension finie. Soit u € £ (E, F).

On considere 9B et B' deux bases de E et 6 et 6’ deux bases de F. On note A= Matg ¢ (1) et A' = Matg ' (1).
Onaalors A = (Py_p) ' x Ax Pog_.a (etdonc A= Py_pr x A' x (Pg_g) ™).

Corollaire 1.4.26 (Cas des endomorphismes).

Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie. Soit u € £ (E).

On considere 9B et B’ deux bases de E et on note P = Pg_.g. On note A= Matg(u) et A’ = Matgg (1).
On aalors A' = P"LAP (et donc A= PA'P71).

On peut retenir plus facilement Matgg (1) = Pggr_, g Matgg () Pgg_, g1 -

Définition - Théoréme 1.4.27. Soit A € .4, (KK). Soit A’ € .4, (K). On dit que A et A’ sont semblables s'il existe une matrice
inversible P telle que A= PA'P~! (ou A' = P~1AP).

D’apres ce qui précede, deux matrices A et A’ sont semblables si et seulement si elles représentent le méme
endomorphisme dans des bases différentes.

Deux matrices semblables ont le méme rang, le méme déterminant et la méme trace (voir la suite du cours).

Proposition 1.4.28. Soient A, B et C trois matrices de 4, (K).
Si A est semblable a B et B est semblable a C, alors A est semblable a C.

3 -2 2 1 0 O
Exercicel.4.29. Onnote A=|1 2 O0O|letD=|0 2 O0].
1 1 1 0 0 3

(1) Montrer que A et D sont semblables.

On commencera par considérer 'endomorphisme de R® canoniquement associé a A.
(2) Expliciter une matrice P € GL3(R) telle que A = PDP1,
(3) Calculer, pour tout n € N, la matrice D" puis la matrice A”.



IIT — Somme de sous-espaces vectoriels

1) Rappels de premiére année : somme de 2 sous-espaces vectoriels

Définition ITI.1.1. « Soit E un espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On définit la somme de F et G par
F+G={y+z (y,2) € FxG}.
F + G est un sous-espace vectoriel de E qui contient F et G.
e Si FNG={0g}, on dit que F et G sont en somme directe et on note F+G=F & G.
e Si Fe& G =E, ondit que F et G sont supplémentaires dans E.

Théoreme I11.2. Soit E un espace vectoriel.

(1) Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires dans E si et seulement si :
pour tout x € E, il existe un unique couple (ax, by) € F x G tel que x = ay + by.

(2) Supposons que E est de dimension finie.
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E respectivement munis de bases (ey, ..., ep) et (ép+1,...,€n).
F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si la famille (ey, ..., ep, ep+1,...,€,) est une base de E.
On dit que cette base est adaptée a la somme directe F & G.

(3) Supposons que E est de dimension finie.
Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires dans E si et seulement si dim(F) + dim(G) = dim(E) et
FnG=1{0g}.
En général, on adim(F + G) = dim(F) + dim(G) —dim(F n G).

Exercicelll.1.3.
On note E I'espace vectoriel des fonctions dérivables de R dans R, F = Vect(sin,cos) et G={f € E| f(0) = f'(0) = 0}.
Démontrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

Définition II1.1.4. Soient Tw et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E w

» On appelle projection sur E; parallelement a E; 'endomorphisme p de E tel que
pie, =1dg, et pig, =025, 5 (application nulle).

o Soit x € E. Il existe un unique couple (ay, by) € Eq x E> tel que x = a, + by. On a alors p(x) = ay et by = x — p(x).
p(x) est donc 'unique vecteur de Ej tel que x — p(x) € Ep.

e Onalm(p) = E; =Ker(p-Idg) = {x€ E | p(x) = x} et Ker(p) = E» = {x — p(x), x€ E}.

X X=a,+ by

by€Ey

ay=px) €L

,/ mH

m.m ay = by = s(x)

Définition I11.1.5. On appelle projecteur de E tout endomorphisme f de E tel que fo f = f.




Théoreme I11.6. Soit f € Z(E).
(1) Si f estla projection sur E, parallelement a E,, alors f o f = f (f est un projecteur).

(2) Si f estun projecteur, alorsKer(f) @ Im(f) = E et f est la projection sur Im(f) parallelement a Ker(f).

Définition III.1.7. Soient ﬁmﬂ et E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de mw

e On appelle symétrie par rapport a E; parallelement a E; 'endomorphisme s de E tel que sjg, = Idg, et sjg, = —Idg,.
e Soit x € E. Il existe un unique couple (ay, by) € E; x E, tel que x = a, + by. On a alors s(x) = ay — by.

» Enreprenant les notations de la définition de projection, ona s =2p —Idg.

e OnaE; =Ker(s—1Idg) ={x€ E | s(x) =x} et B, =Ker(s+1Idg) ={x € E | s(x) = —x}.

ThéoremeI11.8. Soit f € Z(E).
(1) Sif estlasymétrie par rapport a Ey parallelement a E,, alors f o f =Idg. En particulier f € GL(E) et f~! = f.

(2) Sifof=Idg, alorsKer(f —1Idg) @ Ker(f +1dg) = E et f est la symétrie par rapport a Ker(f —Idg)
parallelement aKer(f +1dg).

Exercicelll.1.9. & Soit n € N*. On note %, (R) = {A€ #,(R) | AT = A} 'ensemble des matrices symétriques et
Ay(R) = {Ae€ My(R) | AT = — A} 'ensemble des matrices antisymétriques de E = .4, (R). On note également s: A— AT,

(1) Démontrer que %, (R) et <7, (R) sont deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires dans E.
+1 -1
(2) Déterminer une base de .#;,(R) et en déduire que dim (%, (R)) = ﬁ et dim(«/,(R)) = ﬁ

(3) En déduire det(s) et tr(s).
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V - Déterminant

1) Rappels de premiére année

Meéthode. &
Gréace aux regles suivantes, on simplifie le calcul du déterminant d'une matrice carrée : faire apparaitre des zéros (avant
de développer par rapport a une ligne/colonne), faire apparaitre des factorisations ...

« Une matrice et sa transposée ont le méme déterminant.

¢ Le déterminant d'une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients diagonaux.

¢ Un déterminant dont une colonne/ligne est formée de zéros est nul.

¢ Un déterminant dont une colonne/ligne est combinaison linéaire des autres est nul.

¢ L'échange de deux colonnes/lignes multiplie le déterminant par (—1).

¢ Si on multiplie une colonne/ligne par A € K, le déterminant est multiplié par A.

« Si on multiplie tous les coefficients d'une matrice par A, le déterminant est multiplié par 1".

¢ Lavaleur d'un déterminant est inchangée sil’on ajoute a une colonne/ligne un multiple d’'une autre.
¢ Soit A€ ./y,,. On rappelle la formule de développement par rapport a la ligne L;, :

p Lo
det(A) = )" (=1 (A)j,jmyy,j
j=1

ou (A);,; désigne le coefficient de A en position (i, j) et m;,; le déterminant de la matrice obtenue a partir de A en
supprimant la i-eéme ligne et la j-éme colonne.
* Soit A€ ./y,p. Onrappelle la formule de développement par rapport a la colonne Cj :

n . .
det(A) = ) (=10 (A); jmy j,.
i=1

Exercice V.1.1 (Calcul d'un déterminant tridiagonal). Soient a et § deux réels. Pour tout n € N*, on définit le déterminant
(a n lignes et colonnes)

a+p ap
1 a+p ap O
1 a+p ap

0 C g

1 a+p

Ay

(1) Ecrire une relation entre A,;0, Ayp1 et A, pour tout 7€ N*.

(2) En déduire A, en fonctionde neN*, a et .

Proposition V.1.2. o Pour toutes matrices A et B de 4(;,(K), on a
det(AB) = det(A) x det(B).
o Une matrice A € M, (K) est inversible si et seulement si det(A) # 0. Si A est inversible, alors
1
det(A™H) = ——.
ﬁ ) det(A)

o Deux matrices semblables ont le méme déterminant.
o Une matrice et sa transposée ont le méme déterminant.

Exercice V.1.3. Soient a, b et c trois réels. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice A suivante
soit inversible :
1 1 1
A=|a+b c+a b+c
ab ca bc
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5 1 2
ExerciceV.1.4. On considere la matriceB=|-1 7 2
1 1 6

Déterminer pour quelle(s) valeur(s) du parametre A € R la matrice B— A3 n’est pas inversible.

Pour chaque valeur de A obtenue, déterminer Ker(B — AI3). On donnera une base de chacun de ces sous-espaces.

Définition - Théoréme V.1.5. Soit E un espace vectoriel de dimension finie 7 € N*. Soit 28 une base de E.

(1) Soit (u1,..., u;) une famille de n vecteurs de E.
Le déterminant de la famille (u;,..., u,) dans 98 se note detgg (11, ..., Uy,) et: detg(u1,..., U,) = detMatg (uy, ..., U,)).

(2) Soit %' une base de E. Pour toute famille de n vecteurs (u1,...,u4,),ona:
detg(uy,..., u,) = detg (B') detg (uy, ..., uy),
autrement dit : detgg = detg(B') detg (égalité entre applications).

(3) Soit (uy,...,uy,) une famille de n vecteurs de E. (u1,..., 4;) est une base de E si et seulement si detg (11, ..., Un) Z0.

Remarque. Méme si le cours est axé sur les méthodes pratiques de calcul ainsi que les diverses utilisations
des déterminants, on rappelle la définition du déterminant d'une famille de vecteurs dans une base %8 de E :

detg est 'unique application de E” dans K qui soit n-linéaire, alternée et qui vérifie detgz(8) = 1.

Proposition V.1.6. » Soit f un endomorphisme de E. Le déterminant de la matrice de f dans la base 98 ne dépend pas
de la base 9B choisie et se note tout simplement det(f).
e VfeZL(E), Vack, det(af) = a” det(f).
Y(f,8) € L(E)?, det(fog) = det(f) x det(g).

» Soit f un endomorphisme de E. f est un isomorphisme (un automorphisme de E donc) si et seulement si det(f) #0.
1

det(f)"

o Soit f un automorphisme de E. Alors, det(f~!) =

Remarque. Méme si le cours est axé sur les méthodes pratiques de calcul ainsi que les diverses utilisations
des déterminants, on rappelle la définition du déterminant d'un endomorphisme de E de dimension finie :

det(f) est'unique scalaire tel que, pour toute base 28 de E et toute famille (i, ..., u,) de vecteurs de E :
detgg (f(u1),..., fup) = det(f)detgg(us,..., un).



