Chapitre 3 - Séries numériques

On désigne par K 'ensemble R des réels ou l’ensemble C des complexes.

I — Rappels de premiére année sur les suites numériques

1)

a.

On considére une suite (u;),eny dont les termes appartiennent a K.

Quelques suites de référence

Suites arithmétiques

e On dit que (uy) ,en est arithmétique s’il existe r € K (la raison) tel que

VneN, Uy =up+r.

Pour montrer qu’une suite est arithmétique, on calcule u;+] — u; et on montre que cette quantité est constante (égale a r).

e On peut alors donner le terme général u, en fonctionde n:

VneN, u,=up+nr.

Sile premier terme de la suite est u,, ol ng est un entier naturel, on peut écrire
VYn=ng, Up=up,+n-nyr.

¢ Une telle suite diverge sauf si r = 0 (suite constante).

+ Lasomme de termes consécutifs de la suite est obtenue par la formule suivante :

)

k=n (n—ng+1)(Up + Up,)
D U= 5

en particulier

(n+1)(uy + ugy)
Uupy=—7—""",
k=0 2

formule qu’on peut retenir ainsi :

"nombre de termes” x ”(premier terme+dernier terme)” divisé par 2.

¢ En particulier, on retiendra la somme des entiers consécutifs :

1 nn+1
1424 =Z ( )



b. Suites géométriques

e On dit que (uy) ,en est géométrique s'il existe g € K (la raison) tel que

VReN, ups1 =quy.

e On peut alors donner le terme général u,, en fonctionde n:

VneN, u,=uyq".

Sile premier terme de la suite est u,, ol ng est un entier naturel, on peut écrire
VRn=ng, Up=unq" ™.

e Supposons ugp # 0.
— Silqgl <1, alors u converge vers 0;
— si|gl =1, alors u est constante si g = 1 et u est bornée et diverge si g # 1;
— si|g| > 1, alors u diverge et est non bornée.

+ Lasomme de termes consécutifs de la suite est obtenue par la formule suivante :

k=n 1 _ qn—n0+l
Z uk - un() 1 )
k=ng -q
en particulier
k=n 1- n+1
Z U = Uo 1 1 ,
k=0 -q

formule qu’on peut retenir ainsi :

nombre de termes) »

”premier terme” x "(1-g divisé par (1 - g).

Si g = 1, la suite est constante et la somme des termes est la valeur des termes que multiplie le nombre de termes :
k=n
Z Uk = Upy X (B—np+1).
k:n()

c. Suites arithmético-géométriques

e Ondit que u = (1) 4en est arithmético-géométrique s'il existe a et b dans K tels que

(%) VneN, u,s1=au,+b.

Si b =0, (up)en est géométrique de raison a. Si a = 1, (uy) ,en €St arithmétique de raison b. On supposera donc

arrabso)

» Pour étudier une telle suite (terme général, convergence,...), on cherche une solution particuliére constante de (x)

puis on ajoute les solutions de I’équation homogene (VneN, u,4 = auy) :

b
— On trouve y € C tel que y = ay + b. On obtient une et une seule solution| y = -2 (solution particuliere).
-a

— Lessuites vérifiant u,4+1 = au, pour tout n € N sont les suites géométriques de raison a (solutions de I'équation homogene)

donc I'ensemble des suites vérifiant (x) est {(Aa” +¥) pen, A € K}

Si on connait uy, on en déduit:| VneN, u, =(uy—-y)a”+vy |




2) Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Théoréeme I.1. On dit que u = (uy) ,en est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 s'il existe a dans K et b dans K* tels que
que:
(%) VneN, upi2=au,.1+bu,.

On écrit I'équation caractéristique associée :

r>=ar+b.

(1) | On suppose queK =C |.

e (A #0) Sil'équation caractéristique a deux solutions distinctes r et r,, alors l'ensemble des suites vérifiant (x) est

{(ar +Br) e (@, B) € C}.

e (A =0) Sil'équation caractéristique a une solution double ry, alors I'ensemble des suites vérifiant (%) est

{(@+Bm)1rf) e (@, B) €C?}.

(2) | On suppose quelK =R |.

e (A>0) Sil'équation caractéristique a deux solutions distinctes réelles ry et rp, alors l'ensemble des suites vérifiant
(%) est
{lari’ + 1)) ey (@ B €R?}.
e (A =0) Sil'équation caractéristique a une solution double ry, alors I'ensemble des suites vérifiant (%) est

{(@+Bmr) e (@ ) R}

e (A <0) Si l'équation caractéristique a deux solutions complexes non réelles conjuguées z = pe'? (avec p € R* et

0 eR)etz=pe % alors I'ensemble des suites vérifiant (x) est
{(0" (acos(nd) + Bsin(no))), . (@ B) € IRZ}

ou, sous une autre forme : {(Ap" cos(nf +¢)) ., (A, ) € [RZ}.

Meéthode. %
» En général, on obtient la valeur de a et  grace aux premiers termes de la suite (souvent uy et u;).

o Parfois, on cherche les suites u vérifiant une relation de récurrence linéaire d’ordre deux de la forme
(%) VneN, upi2=auy.+bu,+wy,
ol w est une suite second membre. Pour résoudre une telle équation, on utilise le théoréme pour résoudre I'équation
sans second membre puis on ajoute une solution particuliére de (x). Aucune méthode n’est proposée pour cela, on
pourra chercher une solution de la méme forme que w...

Exemple1.2.2. (1) Déterminer le terme général de la suite de Fibonacci définie par :

up=0, uy=let:vneN, uyi2 = Ups1 + Up.

(2) Déterminer le terme général de la suite définie par:

=0, uy =let:YneN, uyr2 = V3uUpe1 — U




3) Suites récurrentes d’ordre 1

Soit f une fonction réelle. Soit (u,) ,en une suite récurrente d’ordre 1, c’est-a-dire une suite définie par la donnée de 1

et par la relation de récurrence :

VneN, uy = f(un) |

Méthode. & Sil'exercice ne comporte pas d’indication, on pourra suivre les idées suivantes :

(1) Identifier la fonction itératrice f, 1 étudier (variations, points fixes, ...) et tracer 'allure de son graphe ainsi que celui

de la droite d’équation y = x.

(2) En observant ce graphe et la valeur de uy, on cherche un intervalle I qui contient tous les termes de la suite, au
moins a partir d'un certain rang.
Cette propriété se démontre par récurrence (immédiate si on a le tableau de variations de f et un intervalle stable par f qui contient ug).

On peut souvent déja dire que u est minorée et/ou majorée et émettre des conjectures sur la suite u.
Ary=x

up=fug)t- S Y

<l

(3) On étudie I'évenutelle monotonie de u.

(a) Encherchantlesigne de u,+—uy,, c'est-a-dire de f(u,)—u;,. Il suffitd’étudier le signe de la fonction ¢ : x — f(x) — x sur I.
Le signe de ¢ "se lit” sur le graphique construit dans la partie précédente.
En effet, ¢ est positive si €7 est au-dessus de A et négative si 6 est en dessous de A.

Les points ou ¢ s’annule sont les points fixes de f, ils joueront un rdle crucial dans I'étude de u.

(b) Silafonction f est croissante sur I alors u est monotone et il ne reste qu’'a comparer u; et 1y pour connaitre le

sens de la monotonie.

(c) Silafonction f est décroissante sur I, ce sont les sous-suites (U2,) nen €t (U25+1) nen qUi SONt monotones de sens

de variation opposés.
(4) Enutilisantle théoreme de lalimite monotone et les points fixes de f, on montre la convergence ou la divergence de u.
En cas de convergence, c’est la continuité de f qui permet de passer a la limitedans I'expression u,+1 = f(u;,) (pour obtenir £ = f(¢)).
Exemple1.3.3. Etudier la convergence des suites récurrentes définies par les relations suivantes :
(1) ugp=2et:VvneN, uy+1 =v1+uy.

2) upeRet:VneN, u,,; =arctan(uy).



4) Sommes de Riemann

Proposition 1.4.4. Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit f une fonction continue sur le segment [a; b]. On note

_aif(a+kb;a).

n =1

banl

Sn(f) = Zf( +k—J et Ro(f)="2

On appelle ces sommes méthodes des rectangles a gauche et a droite.
b

Les suites (Sp) nen+ €t (Rp) nen+ cOnvergent versf fdt.
a

k

Meéthode. & Dans la pratique, on reconnait une telle somme de Riemann a la présence des termes — dans la somme.
n

Pour utiliser le résultat précédent, on choisira a =0 et b = 1, de sorte que

1nl

Sn(f) = Zf( ) et Rn(f)=%élf(§).

Exercicel.4.5. Calculer lalimite de la suite (1) ,>2 dans chacun des cas suivants :

7 k l 2
(1) Vn=2, un——Zsm( :) . [sm(ﬂ)+sm(’f +-~+sin(n—’f)

)

1
(n+ k)2

1 1 1
+ +eot —.
n+1)2 (n+2)? (n+n)?

2) Vn=2, un—nz

5) Opérations sur les limites

On ne rappelle pas ici les différents résultats sur les opérations sur les limites (finies ou infinies) : limite d'une somme,
d’un produit, d'un quotient. Ces résultats sont les premiers a utiliser pour calculer I’éventuelle limite d'une suite.
Parfois, ces résultats donnent lieu a une forme indéterminée et ne permettent pas de conclure. On utilise alors souvent les

croissances comparées ou limites de référence suivantes : sia>0,b>0etc >0,

. In“n) . n? . In“(n) _a”
lim =0, lm ——=0, lm ——=0, lim — =0, hm n*q" =0silgl <1.
n—+oo pb n—+oo exp(cn) n—+oo exp(cn) n—+oo p! n—+

On utilisera avantageusement les notations suivantes :
In“(n) = o(nb), n’=o0(e"), In%“m) =o(e), a"=om), n®=o(q")silgl>1.

6) Convergence et inégalités

Théoreéme 1.6 (des gendarmes ou de la limite encadrée). Soient v et w deux suites qui convergent vers la méme limite £.
Soit u une suite telle que v, < u, < wy, a partir d’'un certain rang.

Alors, u convergeetlimu = ¢.

Théoreme 1.7 (de la limite monotone). (1) Soit u une suite croissante. La suite u est convergente si et seulement si elle
est majorée.
 Siu est majorée, alors u converge vers ¢ = sup{u,, n € N} (en particulier u, < ¢ pour toutn e N).

o Siu nest pas majorée, alorslim u = +oo.

(2) Soit u une suite décroissante. La suite u est convergente si et seulement si elle est minorée.
 Siu est minorée, alors u converge vers ¢ =inf{u,, n e N} (en particulier u, = ¢ pour tout n € N).

e Si u n'est pas minorée, alorslim u = —oo.




Définition 1.6.8. Soient u et v deux suites réelles. On dit que les suites u et v sont adjacentes si :
 l'une est croissante;
 l'autre est décroissante;

e lim (up,—v,)=0(u lim (v,—uy)=0o0u lim |u,— v, =0).
n—+oo n—+oo n—+oo

Théoreme 1.9. Soient u et v deux suites adjacentes. On suppose que u est croissante et v est décroissante.

Alors u et v convergent vers une limite commune ¢ et :YneN, u, < < v,.

IT — Rappels de premiere année sur les séries numériques

1) Vocabulaire - Propriétés

Définition II.1.1. Soit (#,) zen une suite a valeurs dans K (fout se généralise a une suite définie sur [ng; +oo] seulement).
Pour tout n € N, on note

n
Sp=up+ Ui+t up=Y U.
k=0

e On appelle série (numérique) de terme général u, la suite (S;) ey qu'on note usuellement Y- u;,.

o Pourtout neN, S, est appelée somme partielle d’ordre n de la série }_ u;,.

o Sila suite (des sommes partielles) (S,),en converge , on dit que la série converge et la limite de (S,,) ,en €st appelée

somme de la série }_ u,, et est notée

+00
Y u,.
n=0

On dit alors que la série est convergente.

« Sila série est convergente et que sa somme est notée S, on appelle reste d’ordre n la quantité R, = S—S;,. On note

+00
alorsR,= ) u Onaalors lim R,=0.
k=n+1 n—too

« Sila suite (S;,) ,eny Nest pas convergente, on dit que la série Y u,, est divergente.

La suite (S,) zen peut tendre vers +oo, vers —oo ou ne pas avoir de limite du tout.

o Déterminer la nature d’'une série consiste a déterminer si la série est convergente ou divergente.

Remarque. :@D
¢ On ne confondra pas la suite de terme général u, notée u ou (i) nen

avec la série de terme général u, qui est la suite (S;) ,en des sommes partielles et qui est notée Y u, ou Z Uy.

n=0
» Onrédigera la conclusion de la convergence d'une série ainsi :
+00
La série ) u, converge et sa somme est Z Up=...

n=0

+00
Dans cette phrase, on ne confondra pas }_ u; qui est une série (une suite donc!) et Z U qui est un nombre (une limite!)

n=0

Proposition II.1.2 (Condition nécessaire de convergence). Si la série) u, converge, alors lil}_l u, =0.
n—+00

Si u,, ne converge pas vers 0, on dira que la série ) u, diverge grossiérement.

Remarque. A Le fait que le terme général converge vers 0 n’est pas une condition suffisante pour que la série converge.

. - . | -
Par exemple, on sait que la série harmonique Z — diverge.
n



PropositionII.1.3. (1) Si) u, et} v, sont deux séries convergentes et si (A, ) € K2, alors Y (Au;, + Hvy) est une série
convergente et
+00 +00o +00
Y Auy + pvy) =/1(Z un) +,u(Z vn).
n=0 n=0 n=0

(2) SiY u, estune série a termes complexes, alors la convergence de ). u,, est équivalente aux convergences de ) Re(u;)

+00 +00 +00
ety Im(uy,). Onaalors Y u,= )Y Re(u,)+i Yy Im(uy).
n=0 n=0 n=0

(3) SiY uy, est une série divergente, alors, pour tout A € C*, Y Au,, est divergente.
8 p 8

(4) Si) uy, est une série convergente et si ) v, est une série divergente, alors ) (u, + v,) est une série divergente.
En général la somme de séries convergentes et d’'une seule série divergente est une série divergente.

/\ On ne peut rien dire sur la somme de deux séries divergentes!

(5) On ne modifie pas la nature d'une série en changeant un nombre fini de termes (mais en cas de convergence,

la somme est en général modifiée!)

Proposition I1.1.4 (Lien suite/série). Soit (1) nen UNe Suite numérique.

La suite (up) nen est de méme nature que la série ) (Up+1 — Uy).

2) Séries de réference

a. Séries géométriques

Définition I1.2.5. Soit a € K. On appelle série géométrique de raison a toute série de la forme ) upa” ou up € K*.

Proposition I1.2.6. Une série géométrique de raison a € K est convergente si et seulement si |a| < 1.

oo U +00 a1
Silal<1, ) a"= etpourtoutneN:R,= Y a*=uy _
n=0 l-a k=n+1 l-a

Exemple1l.2.7. Pour tout ¢ €]0; +ool, la série Z e ‘

" est convergente.
Cette série, bien que trés classique, ne fait pas partie des séries de référence dans le programme officiel. On remarquera donc qu'il s’agit d’'une série

géométrique de raison e ¢ €]0; 1[ pour justifier la convergence.




b. Série exponentielle

On rappelle d’abord 'inégalité de Taylor-Lagrange :

Théoreme I1.8 (Inégalité de Taylor-Lagrange).
Soit I un intervalle de R.
Soitn€N. Soita€ 1. Soit f : | — C une fonction définie et de classe €™ sur I.

Soit x € 1. La fonction |f(”+” | admet un maximum sur [a; x] (ou [x; a]), que 'on note M. On a alors

n £k
k=0 :

|X—d|n+1
(n+1)!

=

Dans cette majoration, on peut remplacer M par n'importe quel majorant de | f ™V sur [a; x].

Zn
Proposition I1.2.9. Soitz € C. La série Z — est convergente et
n!

+o0o N
z
), —=¢
n=0 1
+00
En particulier: ) — =e.
n=0 n!

On rappelle que, pour tout (a, b) € R2 : e4+ib = ¢4 x (cos(b) + i sin(b)) oite® est l'exponentielle réelle de a.

z" z"
Remarque. % On déduit de la convergence de la série E — que lim — =0pourtoutzeC.
n! n—-+oo p!

Cette croissance comparéen’étant pas explicitement dans le programme, vous pouvez la justifier ainsi si on vous le demande.

Exemple 11.2.10. En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction x — In(1 + x) en a = 0 pour x = 1, démontrer

-1 n+1 +00 (_1)n+1
que la série Z ———— converge et que Z ——— =In(2). Cette série est appelée série harmonique alternée.
n=1 n=1 n

c. Séries de Riemann

1
Définition I1.2.11. Soit @ € R. La série Z — estappelée série de Riemann.
n=17

1
Proposition I1.2.12. Soit a € R. La série de Riemann Z — est convergente si et seulement si > 1.
n

1 +00 7.[2
Exemple11.2.13. o Lasérie Z — converge et on peut démontrer (mais ce n'est pas simple!) que Z Pl
n on
1 +00 7[4
o Lasérie Z —; converge et on peut démontrer (mais ce n'est pas simple!) que Z priairs
n n=1

1
Proposition I1.2.14 (Cas particulier). La série (dite harmonique) Z — est divergente.
n=1
De plus la suite des sommes partielles (S;,) n=1 Vérifie S, ~In(n).

Ce dernier équivalent n'est pas explicitement dans le programme mais il doit étre connu, quitte a le redémontrer.

Hors-programme : il existe un réel y appelé constante d’Euler (y = 0.577) tel que Sy, =In(n) +y + o(1).




3) Théoréemes de comparaison - Convergence absolue

a. Théoréemes de comparaison

On peutrarement calculer explicitement les sommes partielles S,,. Pour déterminer la nature d'une série, il est beaucoup
plus fréquent de comparer son terme général a celui d'une série de référence dont on connait déja la nature. C’est I'objet

des théorémes qui suivent. En aucun cas ils ne permettent de calculer I'éventuelle somme de la série ...

LemmeI1.3.15 (fondamental). Soit)_ u, une série a termesréels positifs. On note (S;) nen la suite de ses sommes partielles.

(1) Si(S;)nen est majorée, alors la série ) u, est convergente.

(2) Si(Sn)nen West pas majorée, alors la série ) u, est divergente et la suite des sommes partielles tend vers +oo.
+00
On pourra noter dans ce cas Y up = +oo.
n=0

Théoreéme II.16 (Comparaison des séries a termes réels positifs).
Soit) u, ety v, deux séries a termes positifs, au moins a partir d’'un certain rang.
(1) Sionauy,< v, apartir d'un certain rang, alors :
e si) v, converge, alors ) u, converge;
e si) uy diverge, alors). v, diverge.
@) Siuy, = O0(vy) (en particulier siu, = o(vy)), alors
e si) vy converge, alors ). u, converge;
e si) uy diverge, alors). v, diverge.
3) Siuy ~ vy, alors) u, et v, sont de méme nature (convergentes toutes les deux ou divergentes toutes les deux).

Les résultats (2) et (3) s'appliquent de la méme maniere a deux séries a termes négatifs.

Remarque. Pour utiliser le résultat (3), il suffit en fait de savoir qu'une des deux suites est positive. Le fait qu’elles soient

équivalentes suffit alors a dire que I'autre est positive a partir d'un certain rang.

Méthode. /@D

Pour déterminer la nature d’une série a termes positifs, on pensera d’abord a en déterminer un équivalent simple.
Pour cela, il n’est pas toujours nécessaire d’utiliser les DL, les regles de calcul sur les équivalents suffisent souvent.
La comparaison a une série de Riemann sera également tres utilisée.

1) . . a
Pour montrer que u, = o| — |, il suffit de montrer que lim n“u, =0.
nﬂf n—+oo
Pour montrer que — = 0 (up), il suffit de montrer que lirp n%u,;, = +oo.
n n—+oo

Exercicell.3.17. (1) Déterminer la nature des séries Z u, suivantes :
n=2

n

1
i (d) up=n*e"In(n).

ch(n) 1
; (c) unze—(1+—
n

(@) up= hen) (b)

n= T 5
ncos?(n)’

(2) Soit a € R. Convergence de la série Z upoluu,=In
n=1

1 (1
1+—|+asin[—|?
n n

b. Convergence absolue

Définition I1.3.18. Soit }_ u,, une série numérique. On dit que ) u,, converge absolument lorsque la série a termes réels
+00

positifs Y |u,| est une série convergente. On parle alors de convergence absolue de }_ u; et on peut noter z |un| < +o0.
n=0
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Théoreme I1.19. Soit ) u, une série numérique. Si ). u, est absolument convergente, alors elle est convergente et dans ce
cas:

+00
2 Un

n=0

+00
n=0

Remarque. % Dans la pratique, I'utilisation du module (ou valeur absolue) permet d’étudier la nature d’'une série a termes
positifs et d’'utiliser les résultats déja vus précédemment.

Dans le cas ou la série Y |u,| diverge, on ne peut malheureusement pas conclure ...

Exercice11.3.20. Soient ) u, et v, deux séries absolument convergentes. Soit A € K. Démontrer que Y (1, +Av,) est une

série absolument convergente.

. . sin(n?)
Exercicell.3.21. (1) Nature de la série Z Uy ol u, = —2?
n=1 n
2
. n-cos(n)
(2) Nature de la série Z o ?

4) Unéquivalent a retenir :la formule de Stirling

Proposition 11.4.22.

nn
nl~ — 27n.
e




5) Comparaison série-intégrale

Cette technique a été utilisée en premiere année pour établir le résultat sur les séries de Riemann.
Reprenons la démonstration dans le cas de la série harmonique.

n
1
Exemple11.5.23. Onnote S, = Z T pour tout n = 1. Tragons le graphe de la fonction inverse (notée f) sur ]0; +oo|,
k=1

n
fonction continue et décroissante sur cet intervalle. Pour toutn=1:| S, = Z fk) |
k=1

fU) =11

Pour tout ke N* :

k+1 k+1
fdet < flodt= f(k) car f estdécroissante.
k

On a aussi, pour tout k=2 :

k k
£ =f f(k)dtsf fat.
k-1 k-1

Ainsi, en sommant ces inégalités et en utilisant la relation de Chasles, on obtient pour toutn=1:

n+1 n k+1 n n k n
f fdt= Z[ f(odt< Zf(k)s1+zf f(t)dt:1+f f(vadt.
1 k=17k k=1 k=2Jk-1 1
Or,f f(t)dtz[ 7=1n(n) donc
1 1

—0

—+00

—— 1
Vn=1, In(n) ~ In(n) +ln(1 + > =In(n+1) <S8, <1+Inn) ~In(n).

1
Par encadrement, on en déduit que| S, ~In(n) |donc| lim S, =+oo |et Z > diverge |

n—+oo

| =

n
Exercicell.5.24. On considere la suite (1) nen+ définie par: VneN*, u, =S, —In(n) = (Z
k=1

)—ln(n).

En utilisant une série, démontrer que la suite (¢,) ,en+ converge.

1l existe donc un réel y appelé constante d’Euler tel qu’on ait le développement asymptotique suivant :

Sp=In(n)+y+o(l) |

11
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n
Exemplell.5.25. | Soit a €]1;+00[. |Onnote| S, = Z pour tout 7 = 1 (somme partielle associée a une série de Riemann convergente).

1
=1 k*

1 n
La fonction f: x — — est définie sur ]0; +oo[, continue et décroissante sur cet intervalle. Pourtoutn=1:| S, = E fk) |
X
k=1

k+1 k+1
Pour tout k € N*, puisque f est décroissante : fdet < flde = f(k).
k k

k k
On a aussi, pourtoutkzz:f(k)zf f(k)dtsf fdze.
k-1 k-1

Ainsi, en sommant ces inégalités et en utilisant la relation de Chasles, on obtient pourtoutn=1:

n n l1-a

k n
Sn:Zf(k)sl+ka lf(t)dt:1+f1 rhdr=1+

k=1 k=2

n
1 1 1 1

=1+ (n1*“—1)=1+—(1— )51+—.
1 l1-a a-1 no-1 a-1

—-a

. 1 . . . . . . 1
Lasérie ) — estune série a termes positifs donc, puisque la suite des ses sommes partielles est majorée, > — converge |
n n

Notons S sa somme.

+00
Pour étre plus complet, cherchons un équivalentde R, =S- S, = Z fk). Soit n = 1.
k=n+1
e Soit N = n+ 1. En utilisant les mémes inégalités que précédemment :

N+1 N k+1 N N k N
fl fode= ) fdrs Y fo=s Y f(t)dt:f f(odt

+ k=n+1 k=n+1 k=n+1Jk-1 n

N+1 1 1
f fdt=——(N+D" - (n+D"%) — (m+ 1) %et
n+1

+ l-«a N—+oo ¢ — 1
fo(t)dt _ L (Nl—a _ nl—a) . 1
n l1-a

n'=?.
N—+oo @ — 1

Ainsi, en faisant tendre N vers +oo dans I'encadrement précédent (les trois limites existent) :

n+1D'"%<R, < n'=¢.
a—1~——— a—1
an—a
1
« Par encadrement, on conclut que| Ry ~ ———— |
(a—1)n%"
6) Exercice classique :les séries de Bertrand
. ) I .« In”(m)
Soit a et b deux réels. On veut déterminer la nature de la série Z -
n

n=2

(1) Montrer que si a > 1 alors la série converge .

(2) Montrer que si a < 1 alors la série diverge.

(3) Dans cette question, on considere que a = 1.
(a) ATlaide d'une comparaison série/intégrale, montrer que si b = —1 alors la série diverge .
(b) En déduire que si b > —1 alors la série diverge .
(c) Alaide d'une comparaison série/intégrale, montrer que si b < —1 la série converge.

Les résultats de cet exercice sont classiques mais hors-programme. On devra éventuellement vous demander

de les redémontrer avant de les utiliser.



III - Programme de deuxiéme année

1) Critere de d’Alembert

ThéoremeIll.1. Soit} u, une série numérique. On suppose que u, # 0 a partir d'un certain rang.

L. . upaal
On suppose lexistence de ¢ = lim 1l eRY U {+o00}.
n—+oo |un|

(1) Sif¢>1,lasérie) uy diverge grossierement.
@) Sit <1, lasérie) u, converge absolument donc converge.

(3) Si¢ =1, on ne peut rien conclure ...

Remarque. Dans le cas d'une série a termes positifs, les valeurs absolues sont inutiles.
En cas de convergence, il est également inutile de parler de convergence absolue.
Zn
Exemple1l.1.2. Pour tout z € C, la série ) I converge absolument.
Ici, on n’a pas besoin d’utiliser Taylor-Lagrange pour pro.uver la convergence!
+0o0 N
On rappelle qu’on savait déja la convergence et le fait que Z % =e~
n=0 "%

2) Théoreme spécial des séries alternées

Définition II1.2.3. Soit ) u, une série a termes réels. On dit que la série ) u,, est alternée si, pour tout n € N :

un=(=D"upl ou uy==1""uy,l

Autrement dit, une série est alternée lorsqu’il y a alternance du signe de uy, : u, = (-1)" by, avec by, = 0 pour tout n € N.

Théoréme III.4 (Théoreme spécial des séries alternées). Soit)_ u, une série a termes réels.
On suppose que :
e la série) u; estalternée;
e la suite (luy|) nen est décroissante et converge vers 0.
Alors :
e la série) u, converge. Notons S sa somme.
o Sestdusignedeuy et|S| < |upl;
(si le premier terme n'est pas uy mais uy ou uy, il suffit d'adapter cet énoncé : "La somme est du signe du premier terme et est majorée en valeur

absolue par ce premier terme”)
+00
o pourtoutneN, lereste R, = Z uy est du signe de u,+1 et est majoré en valeur absolue par |t 41| :
k=n+1
autrement dit |Ry| < |Upn+1| (’le reste est du signe de son premier terme et est majoré en valeur absolue par ce premier terme”).

Remarque. (1) A Il peut arriver que la suite (|u,]) ,en ne soit décroissante qu’a partir d'un certain rang np = 1.
Le théoreme spécial assure la convergence de la série }_ u, mais les autres conclusions doivent étre adaptées.
On ne peut rien dire du signe de la somme mais seulement des restes sin=rng—1:
pour tout n = ng — 1, R, est du signe de u,1 et majoré en valeur absolue par |u,41].

En fait, dans ce cas, on applique simplement le théoreme a la série Z Up.
n=ngy
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(2) Sila série est absolument convergente, il est inutile d’utiliser le théoreme spécial pour déterminer sa convergence.
En revanche, le théoréme spécial donne des indications supplémentaires : signe de la somme, contrdle du reste ...
(_ n

5— et donner toutes les informations déduites du théoréeme.

Par exemple, étudier la nature de la série Z

nx=1
_1)n+1
Exemple111.2.5. On retrouve que la série harmonique alternée ) ———— est convergente. Il en est de méme de toutes
. -1 n+l ) (_1)n+1 n=l
les séries ’;1 e si a > 0, par exemple gl 7

_1\n

Exercicelll.2.6. 1) A Pour tout 7 € N*, on note u,, = L et v, =In(1 + uy,).
n

Montrer que u, ~ v, mais que les séries Y u, et v, ne sont pas de méme nature.
(-n" P -
(2) Pour tout n €N, on note u, = ————. Etudier la nature de la série }_ u;,.
n3 +cos(n)

Remarque. % La méthode utilisée dans I'exercice précédent est classique pour étudier la nature d'une série

non absolument convergente et pour laquelle le théoréme spécial ne s’applique pas (ou pas facilement!).

En utilisant les développements limités usuels, on écrit le terme général u,, comme une somme de termes que 'on
reconnait comme termes généraux de séries convergentes ou divergentes : séries de référence, séries alternées, séries

absolument convergentes ... On dit alors qu’on utilise une méthode par éclatement.

3) Produit de Cauchy

Définition II1.3.7. Soit Z up et Z v, deux séries numériques. On appelle produit de Cauchy de ces deux séries la série

n=0 n=0
Y wyou:
n=0

n
YneN, wy= Y upvg= Y. UpUn_p.
pt+q=n p:O

Théoréme I11.8 (ADMIS). Soit ) uy, et Y vy deux séries numériques. Si les séries ) u, et Y, v, convergent absolument,

n=0 n=0 n=0 n=0
alors leur produit de Cauchy Z wy, converge absolument donc converge et :
n=0

Len=(L ) (5]

n=0 n=0

Exemple111.3.9. En utilisant le produit de Cauchy, on retrouve une propriété fondamentale de I'exponentielle :
V(z,2) € C? e?e? = et

Remarque. %

Dans le cas o1 au moins 1'une des deux suites u et v n’est définie que sur N* (ou N\ {0, 1}, etc), on peut bien str utiliser le

théoreme précédent. Il suffit alors de compléter les suites en supposant les premiers termes nuls.

Par exemple, supposons que Z up et Z v, sont deux séries absolument convergentes. On pose alors 1y =0 et vp = 0.
n=1 nz1
Le théoreme s’applique mais on peut remarquer que dans ce cas : wy = UgVp =0 et wy = ugv1 + Uy vg = 0.

+00 +00 +00
On peut écrire ainsi la conclusion : Z w;, converge absolument et Z wy = (Z un) X (Z vn).
n=2 n=2 n=1 n=1




4)

Suite sommable et permutation des termes

Proposition I11.4.10. Soit (uy) ,en Une suite d’éléments de K. On suppose que la série ) u, est absolument convergente.

Alors, pour toute bijection ¢ :N — N, la série Z Ug(n) est absolument convergente et

+00 +00
Z uq,(n) = Z Up.
n=0 n=0

Ce résultat permet, dans le cas d'absolue convergence, de sommer les termes de la suite u dans n'importe quel ordre.

Ce résultat sera utilisé dans le cadre du cours sur les Probabilités.

On dit alors que la suite (uy) nen est sommable. Sa somme peut se noter Z Up.

neN

Démonstration. [NON EXIGIBLE]
Soit ¢ : N — N une bijection.

 Lasérie Y |upy! est une série a termes positifs. Montrons que la suite de ses sommes partielles est majorée.

Soit N € N. Lensemble {¢(0),...,@(IN)} est fini donc il possede un plus grand élément M.
On a alors {@(0),...,p(N)} < {0,1,..., M} et:

N M +00
Z [Upm| = Z lupl < Z lunl.
n=0 n=0 n=0

Ainsi, par caractérisation, la série a termes positifs }_ |14, | converge et donc

lasérie| Y up(n est absolument convergente |donc convergente.

+00
Montrons I'égalité des sommes. Notons S = Z uy. Soit € > 0. D’apres 'absolue convergence, il existe ny € N tel que
n=0
+00
Z lu,l <e.
n=np+1

I existe un entier n; € N (par exemple le plus grand élément de ¢~ ([0; no])) tel que [[0; 1] < @ ([0; 71 ]).

Soit n > n,. Par définition de 7y, on a aussi [0; 1] < ¢([0; n])). Notons n;, = max¢([0; n]) = ny.

n
Dans la somme ) up(k), on trouve :
k=0
— tous les termes ug, Uy, ..., Up,;

— certains termes (mais pas forcément tous) parmi U, +1, ..., Up/ 5

/
— aucun terme uj pour k> ny.

no "6 +00 n
= Zuk+ Z Uy + Z uk—Zu(p(k).
k=0 k:n0+1 k=n6+1 k=0

n
S- Z U (k)
k=0

TOUS les termes de la premiere somme se simplifient avec certains termes de la derniere somme et TOUS les autres

termes de la derniere somme se simplifient avec certains termes de la deuxieme somme, il reste alors :

! ! !
gy gy +00 L) +00 +00

n +00
S—Zu(p(k) = Z Ui + Z Up| < Z Uil + Z Up| < Z |ug| + Z |ugl < Z lug| <e,
k=0 k=ng+1 k=ng+1 k=no+1 k=n{+1 k=no+1 k=n{+1 k=ng+1
kep([0;n]) kep([0;n]) kep([0;n])

+00
ce qui montre que Z Upim) =S |
n=0




