
Des intégrales de Wallis à la formule de Stirling

Pour tout n ∈ N, on définit In =

∫ π
2

0

sinn(t)dt =

∫ π
2

0

(sin(t))ndt .

(1) Calculer I0 et I1.

(2) Soit n ∈ N. En utilisant une intégration par parties, démontrer que In+2 =
n+ 1

n+ 2
In.

(3) En déduire que, pour tout n ∈ N : I2n =
(2n)!

22n(n!)2
π

2
.

(4) Montrer que la suite (In)n∈N est décroissante, convergente et que, pour tout n ∈ N :
n+ 1

n+ 2
In ≤ In+1 ≤ In.

(5) Démontrer que, pour tout n ∈ N, (n+ 1)InIn+1 =
π

2
et en déduire que In ∼

√
π

2n
.

Pour tout n ∈ N∗, on définit un =
n! en

nn
√
n

, vn = ln(un) et, pour tout n ≥ 2 : wn = vn − vn−1 .

(6) (a) Déterminer un équivalent de wn.
(b) En déduire que (un)n∈N∗ converge vers une limite non nulle que l’on notera ℓ.
(c) Démontrer que n! ∼ ℓ nn e−n

√
n.

(7) En utilisant le résultat de la question (3), en déduire la formule de Stirling :

n! ∼ nn

en

√
2πn .


