Chapitre 6 - Intégration sur un intervalle

Dans ce chapitre, tous les intervalles sont supposés non vides.

I - Intégration sur un segment d’'une fonction continue par morceaux

Dans cette section, la notation K désigne R ou C. Sauf mention du contraire, toutes les fonctions seront supposées a valeurs dans K.

Soient deux réels a et b tels que a < b. On rappelle qu’'un intervalle de la forme [a; b] est appelé segment.

1) Fonctions continues par morceaux

Définition I.1.1. On appelle subdivision de [a; b] toute famille de réels u = (x;)g<;<y telle que n € N* et

aAa=XxXg<X]<--<Xp_1<Xp=Dhb.

Définition I.1.2. Soit f : [a; b] — K une fonction.

f estdite continue par morceaux sur [a; b] s'il existe une subdivision de [a; b], notée u = (x;)o<i<n, telle que f soit continue

sur chacun des intervalles ouverts ] x;; x;+1 [ et prolongeable en une fonction continue sur [x;; X;+1] (pour tout 0 < i < n).
Cette derniere condition revient a dire que les limites de fjy;;x,, , [ aux bornes de I'intervalle ouvert ] x;; x; 1 [ sont finies.

On dit que la subdivision u est adaptée a f.

.l

Exemple1.1.3. « Si f est continue par morceaux sur [a; b], alors pour tout segment [c;d] < [a; b], fji¢;q) €st continue
par morceaux sur [c; d].
» Les fonctions continues sur [a@; b] sont continues par morceaux sur [a; b].
» Larestriction au segment [a; b] de la fonction partie entiére est continue par morceaux sur [a; bl. En général, les
fonctions en escalier sur [a; b] sont continues par morceaux sur [a; b].
1 si x=0
e Lafonction f:[0;2] — R définiepar f:x— < e* si x€]0;1[ estcontinue par morceaux sur [0;2].

3

x° si xe€[l;2]

1 si x=0
e Lafonction f:[0;2] — R définiepar f: x— 4 In(x) si x€]0;1[ n’estpascontinue par morceaux sur [0;2].

x3 si xe€[l;2]




Proposition I.1.4 (ADMIS). (1) Une fonction définie et continue par morceaux sur [a; b] présente un nombre fini de

points de discontinuité. La réciproque n'est pas vraie.
(2) Une fonction définie et continue par morceaux sur un segment est bornée. Attention : pas de théoréme des bornes atteintes!

(3) Si f est a valeurs complexes, f est continue par morceaux sur [a; b] si et seulement les fonctions réelles Re(f) et Im(f)

sont continues par morceaux sur [a; b].

(4) Lensemble 6, ([a; b],K) des fonctions définies et continues par morceaux sur [a; b et a valeurs dans K est un sous-

espace vectoriel de & ([a; b], R).

(5) Soient f et g dans €nx([a; b],K). Les fonctions f g, ? et|f| appartiennent a €,x([a; b, K).

Définition I.1.5. Soit [ un intervalle de R. Soit f : [ — K. La fonction f est dite continue par morceaux sur [ si

larestriction de f a tout segment inclus dans I est continue par morceaux sur ce segment.

Exemple1.1.6. » Les fonctions continues sur I sont continues par morceaux sur I.
» Lafonction partie entiere est continue par morceaux sur R.

« Si f est continue par morceaux sur I, alors pour tout intervalle J c I, fi; est continue par morceaux sur J.
Remarque. (1) A Une fonction continue par morceaux sur un intervalle peut avoir une infinité de points de
discontinuité et peut ne pas étre bornée.

(2) ,@D Pour justifier qu'une fonction f est continue par morceaux sur un intervalle I, il suffit la plupart du temps de
remarquer que f est continue sur I. Si la fonction présente quelques points de discontinuité, il suffira de vérifier

que les limites a gauche et a droite en ces points sont finies. Il est trés rare d’avoir a faire a des cas plus délicats.

2) Définition de I'intégrale d’'une fonction continue par morceaux sur un segment

Définition - Théoreme 1.2.7 (ADMIS).
Soit f : [a; b] — K une fonction continue par morceaux sur [a; b]. I existe donc une subdivision u = (x;)p<;<, adaptée a f.

Pour tout i € [0; n— 1], la fonction fj x;:xi+1[ S€ Prolonge en une fonction f, continue sur le segment [x;; X;+1].

On appelle intégrale de f sur [a; b] et on note f le nombre
la;b]
n=l rxiq _
f =y fivdt.
la;b) i=0xi

Cette définition ne dépend pas de la subdivision u choisie.

Remarque. (1) SiK =R, onretrouve (comme dans le cas des fonctions continues sur un segment) que, dans un repere

orthogonal (O, i,]j ), I'intégrale ainsi définie est l'aire algébrique de la partie du plan comprise entre I'axe des
abscisses et la courbe représentative de f ('unité d’aire étant I’aire du rectangle construit sur les vecteurs i et j).
Lexpression aire algébrique signifie que l'aire des parties situées au-dessus de 'axe des abscisses sont comptées

positivement alors que celle des parties situées en dessous de I’axe des abscisses sont comptées négativement.

(2) Une fonction définie sur [a; b] et nulle sauf en un nombre fini de points est continue par morceaux et a une intégrale nulle.



Définition 1.2.8. Soit f une fonction définie et continue par morceaux sur un intervalle I de R.

Soient a et b deux éléments (quelconques!) de I. On définit :

b

. sia<b,f f(x)dxzf f
ab [a;b)

o sia:b,f f)dx=0;
a

b
o sib<a,f f(x)dx:—f f-
a [b;al

Remarque. A Dans la pratique, on prendra - si possible - 'habitude de manipuler des intégrales ol les bornes sont

dans le bon sens, pour éviter les erreurs dans les manipulations d’'inégalités. Pour échanger les bornes d’une intégrale,

b a
il suffira de la multiplier par (—1) : on écrira f fdx = —f fdx.
a b

3) Propriétés fondamentales de I'intégrale (ADMISES)

Proposition I.3.9 (Linéarité). Soit I un intervalle deR. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur I.

Soient a et b dans I. Soient A et u dans C.
b b b
f /1f(x)+yg(x)dx:/lf f(x)dx+uf g(x)dx.
a a a

b b b
En particulier, si f est a valeurs dans C :f fx)dx = [ Re(f)(x)dx+ if Im(f)(x)dx.
a a a

Remarque. Deux fonctions continues par morceaux sur [a, b] et qui ne difféerent qu’en un nombre fini de points ont la

méme intégrale.

Proposition 1.3.10 (Positivité). Soit I un intervalle deR. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [

et ‘ a valeurs dans R ‘

Soient a et b dans I tels que .

b
(1) Si f(x)=0 pour tout x € [a; b], alors[ fx)dx=0.

b b
2) Si f(x) < g(x) pour tout x € [a; b], alorsf fdx sf g(x)dx (croissance de l'intégration).
a a

Proposition 1.3.11 (Inégalité triangulaire). Soit I un intervalle de R. Soit f une fonction continue par morceaux sur I.

Soient a et b dans I tels que .

b
sf [ f(x)|dx.
a

b
f fx)dx
a

Remarque. A Si b < a (on dit que les bornes ne sont pas dans le bon ordre), ces deux résultats sont faux!

Proposition I.3.12 (Chasles).

Soit I un intervalle deR. Soit f une fonction continue par morceaux sur I. Soient a, b et ¢ dans I.

b c b
f f(x)dxzf f(x)dx+f f)dx.
a a Cc




4) Théoréeme fondamental du calcul intégral

Théoréme I.13 (Version continue par morceaux).
Soit f : [ — R une fonction définie et continue par morceaux sur I. Soita € I.
P

La fonction F, : x — f(©)dt est continue sur I et dérivable en tout point xy de continuité de f avec F),(xy) = f (xo)-
a

Remarque. A Contrairement au théoréme de premiére année ou f est supposée continue (voir théoréme suivant), la
fonction F, n’est pas forcément dérivable sur I.
-1 si x=0,

Considérons par exemple f: x —
1 si x>0.

f est continue par morceaux sur R. Considérons a = 1 et explicitons la fonction F;.

Pour tout x <0:

X 1 0 1 0 1
Fl(x)zf f(t)dtz—f f(t)dt:—(f f(t)dt+f f(t)dt)z—(f —1dt+f 1dt)=—(x+1)=—x—1.
1 X X 0 X 0

Pour tout x >0: . .
Fl(x)zf f(t)dt:f ldt=x-1.
1 1

Vérifier que F) n'est pas dérivable en 0.

Remarque. z@) Pour calculer I'intégrale d'une fonction seulement continue par morceaux (et pas continue), on devra
comme dans I'exemple précédent utiliser la relation de Chasles pour se ramener au calcul d’intégrales de fonctions

continues sur un segment (vues en premiere année).

Théoréme I.14 (Version continue). Soit f : [ — R une fonction définie et continue sur I. Soita € I.
X
La fonction F, : x — f f(n)dt est de classe €' surI etF, = f.

a
En particulier, F,, est continue sur 1.

II - Intégrales généralisées

1) Définitions - Exemples

Définition - Théoreme II.1.1.

Soient a € R et b e RU {+oo} tels que a < b. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b].

b X
e On dit que I'intégrale généralisée f f(#)dt est convergente si f f(©)dt aune limite finie quand x tend vers b~.
a a

b X
Dans ce cas, on note f fdt= liril f f(©)dt, c’estlavaleur de I'intégrale généralisée.
a X—=0"Ja

b
Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale généralisée f f(H)dt est divergente.
a

b

b
» Pour tout c € [a; b, 'intégrale généralisée f f(t)dt converge si et seulement si I'intégrale généralisée f fde
a Cc
converge. On dit alors que I'intégrale est convergente en b; sinon on dit que I'intégrale est divergente en b.

La nature de I'intégrale ne dépend donc que du comportement local de f en b.
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Notation. /@D Supposons f continue sur [a; b[ et notons F une primitive de f sur [a;b[. Si I'intégrale généralisée est

convergente, on peut noter :

b
f f(ndr=[F(n)5 = lim F (1) - F(a).
a =0~

b
fﬁlaplacedef fdt.
la;bl a

La deuxiéme forme permet de mettre en avant le fait que c’est la convergence de l'intégrale en b qui est étudiée.

s ’
Notation. On peut également noter f fou
a

1
Exemple1l.1.2. (1) Lafonction f:¢— 7z est continue (par morceaux) sur [1; +ool.
+00
t

+00
Lintégrale généralisée f = est convergente et f = 1.
1 1

1 +00o t
(2) Lafonctiong:t— 7 est continue (par morceaux) sur [1; +ool. Lintégrale généralisée f 7 est divergente.
t 1 t

Définition - Théoreme I1.1.3.

Soient a € RU {—oo} et b € R tels que a < b. Soit f une fonction continue par morceaux sur | a; b].

b b
e On dit que I'intégrale généralisée [ f(#)dt est convergente si f f(©)dt a une limite finie quand x tend vers a™*.
a X

b b
Dans ce cas, on note f fde= lim+ f(®)dt, c’estla valeur de I'intégrale généralisée.
a X—a" Jx

Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale généralisée f f(H)dt est divergente.

» Pour tout ¢ €]a; b], 'intégrale généralisée / f(H)dt converge si et seulement si I'intégrale généralisée f fde

converge. On dit alors que I'intégrale est convergente en a; sinon on dit que I'intégrale est divergente en a.

La nature de I'intégrale ne dépend donc que du comportement local de f en a.

Notation. z@D Supposons f continue sur ]a; b] et notons F une primitive de f sur ]a;b]. Si I'intégrale généralisée est

convergente, on peut noter :

b
f f(ndt=[F(0]2=F(b) - lim F(z).
a t—a*
. 1 )
Exemple1l.1.4. (1) Lafonction f:¢— 2z est continue (par morceaux) sur ]0; 1].
. o [PdE
Lintégrale généralisée f = est divergente.

0

1
(2) Lafonction g: t— — est continue (par morceaux) sur ]0; 1].
t

Lintégral "1"fldt t t tfldt 2
intégrale généralisée | — est convergente e — =
0o Vit o Vi




Définition - Théoreme I1.1.5.

Soient a € Ru {—oo} et b € RU {+o0} tels que a < b. Soit f une fonction continue par morceaux sur | a; bl.

b
e On dit que l'intégrale généralisée f f(t)dt est convergente s'il existe ¢ €]a; b[ tel que les intégrales généralisées
a

c b
f fHdtet [ f(t)dt soient convergentes (la premiére en a, la seconde en b).
a (o}

d b
Dans ce cas, pour tout d €] a; b|, les intégrales généralisées f fHdtet f f(H)dt sont convergentes et
a d

d b c b
ffdef f(t)dtzf f(t)dt+f fadt.
a d a c

b c b
On note alors f fdt = f fde+ f f(©)dt, c’estla valeur de I'intégrale généralisée (notée aussi f .
a a c la;bl

b
Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale généralisée f f(H)dt est divergente.
a

Notation. /@D Supposons f continue sur ]a; b[ et notons F une primitive de f sur ]a;b[. Si I'intégrale généralisée est

convergente, on peut noter :

b
f f(nde=[F()]2 = lim F(r) - lim F(z).
a t—b~ t—at

. 1 .
Exemplell.1.6. (1) Lafonctionh:t— i est continue (par morceaux) sur R =] — oo; +00l.
+00 + +00 d t
Lintégrale généralisée f —— est convergente et f 5 =7
oo 1+t —oco 14+t
(2) Soit a € R.La fonction u, : t — t% est continue (par morceaux) sur ]0; +ool.
+00
Lintégrale généralisée f t*dt est divergente. On distingueralescasa = -1, @ > -leta <-1.
0

Remarque. Soit f une fonction a valeurs complexes. Dans les différents cas présentés ci-dessus,
b

b b
I'intégrale f f(t)dt converge si et seulement si les intégrales f Re(f)(r)dt et f Im(f)(¢)dt convergent.
a a

a
En cas de convergence, on a:

b b b
ff(t)dt:f Re(f)(t)dt+if Im(f)(n)dt.
a a a

Proposition I1.1.7. Soient a et b deux réels tels que a < b.
Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a; b].

Alors les intégrales généralisées f f fet f convergent (on note f f plutot que f fita:b| pour alléger les notations)
la;bl Jla;b] la;b[ la;bl la;bl

b
et ont la méme valeur : f f(B)dt (intégrale sur un segment d’'une fonction continue par morceaux).
a

Corollaire I1.1.8. % Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b|.

b
Si f est prolongeable par continuité en b (f admet en b une limite finie), alors l'intégrale généralisée f f(B)dt est convergent
a

On a bien siir I'énoncé analogue en a si | est continue par morceaux surla; b).

Remarque. A Ce résultat ne s’applique pas si b = +oo! Lintégrale généralisée d’'une fonction constante non nulle
est toujours divergente en +oo et on a déja rencontré des fonctions dont la limite est nulle en +oco et dont I'intégrale

généralisée est divergente.

®
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Exemple1l.1.9. Montrer que 'intégrale généralisée f tIn(#)dt est convergente et calculer sa valeur.
0

2) Fonctions de référence

Proposition I1.2.10 (Intégrales de Riemann). Soita € R.

11
(1) Lintégrale généralisée f s dt converge si et seulement si @ < 1.
0

+00
(2) Lintégrale généralisée f s dt converge si et seulement si a > 1.
1

1
Proposition I1.2.11. Lintégrale généralisée f In(t)dt est convergente.
0

+00
Proposition I1.2.12. Soit a € R. Lintégrale généralisée f e ' dt converge si et seulement si a > 0.
0

3) Propriétés fondamentales des intégrales généralisées

Proposition 11.3.13 (Linéarité).
Soit I un intervalle d'une des formes [a;b|, 1a;b] ou la; b[. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur I.
Soit A € K.

b b b
Si les intégrales généralisées f fdtet f g(t)dt convergent, alors l'intégrale généralisée f f®)+Ag(t)dt converge et
a a a

b b b
ff(t)+/1g(t)dt=f f(t)dt+/lf g(ndt.
a a a

Remarque. A

Il est possible que f f(®) +g(#)dt converge alors que f fdt et f g(t)dt sont divergentes. On devra veiller a la

convergence de ces deux intégrales pour pouvoir utiliser la linéarité.

+00 2 +00 +o00o
Par exemple, on ne pourra pas écrire : f s—dt= / —dt— —dt.
2 tc—1 2 t—1 2 t+1

Proposition I1.3.14 (Positivité - Croissance).
Soit I un intervalle d’'une des formes [a; b|, 1a; b] oula; b[. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur I

avaleurs réelles.

b b
(1) Sif =0 etsilintégrale généralisée f f©)dt converge, alors f f®dt=0.
a a

b b b b
(2) Sif < g etsiles intégrales génémliséesf fdte etf g()dt convergent, alorsf fdt < f g(ndz.
a a a a




Proposition II.3.15 (Chasles).
Soit I un intervalle d’'une des formes [a; b|, 1a; b] oula; b[. Soit f une fonction continue par morceaux sur I. Soit ¢ €] a; b|.

Les fonctions fijac et fiic;p Sont alors continues par morceaux surla; c] et [c; b[ respectivement.

b G b
Lintégrale généralisée f f (D) dt converge si et seulement si les intégrales f fdtet f f(B)dt existent.
a a C

b c b
Dans ce cas, ona.'f f(t)dt=f f(t)dt+f f@®dze.
a a c

Il est possible que f soit continue par morceaux sur [a;c] ou sur [c; b] et donc que l'une des deux intégrales soit l'intégrale d’une fonction continue par

morceaux Sur un segment.

4) Cas particulier des fonctions positives

LemmeIl.4.16. (1) SoientacR et beRU{+oc} tels que a < b. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b|

b X
avaleurs (réelles) positives. Alors / f(®)dt converge si et seulement si la fonction x — f f()dt est majorée.
a a

(2) SoientacRuU{—oc} et beR tels que a < b. Soit f une fonction continue par morceaux sur|a; b]
b

b
avaleurs (réelles) positives. Alors f f(B)dt converge si et seulement si la fonction x — f f()dt est majorée.
a X

Théoréme I1.17 (Théoréme de comparaison pour les fonctions positives).

Soit I un intervalle qui n'est pas un segment (d'une des trois formes [a; b|, 1a; b] ou]a; b|).
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur I et a valeurs réelles positives.
On suppose que f(t) < g(t) pour tout t € I.

b b
(1) Silintégrale généralisée f g(1)dt converge, alors l'intégrale généralisée f f(®)dt converge.
a a

b b
(2) Silintégrale généralisée f f (D) dt diverge, alors l'intégrale généralisée f g(0dt diverge.
a a

Remarque. & Dans la démonstration du théoréme suivant, on va justifier qu’il suffit seulement d’avoir 1'inégalité au

voisinage de a pour pouvoir appliquer ce résultat aux intégrales généralisées j] an f et f]u; b &

Théoreéme I1.18 (Théorémes de comparaison pour les fonctions positives). Soienta e R et b € RU {+oc} tels que a < b.

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a; b| et a valeurs réelles positives (respectivement négatives).

b
(D Sif z O(g) et sil'intégrale généralisée f
a

b
g(t)dt converge, alors l'intégrale généralisée f f(t)dt converge.
a
b b
@) Sif = o(g) et si l'intégrale généralisée f g(t)dt converge, alors l'intégrale généralisée f f(B)dt converge.
a a

b b
@3 Sif > g, l'intégrale généralisée f g(t)dt converge si et seulement si l'intégrale généralisée f f®)dt converge.
a a

b
Pour montrer que l'intégrale généralisée / g(t)dt est divergente, on peut utiliser la contraposée d'un des deux premiers points.
a




Théoréeme I1.19 (Théorémes de comparaison pour les fonctions positives). SoientaeRU{—oo} et b eR tels que a < b.

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux surla; b] et avaleurs réelles positives (respectivement négatives).

b b
() Sif = O(g) et si l'intégrale généralisée f g(t)dt converge, alors l'intégrale généralisée f f(®)dt converge.
a a

b b

@) Sif = o(g) et sil'intégrale généralisée f g(t)dt converge, alors l'intégrale généralisée f f(B)dt converge.
a

a

b b
@3 Sif ~8 l'intégrale généralisée f g(t)dt converge si et seulement si l'intégrale généralisée f f®)dt converge.
a a

b
Pour montrer que l'intégrale généralisée / g(t)dt est divergente, on peut utiliser la contraposée d’un des deux premiers points.
a

Exercice11.4.20. On définit la fonction Gamma par
+00
r: x~>[ t* e tdt.
0

Déterminer le domaine de définition de I'.

On demande ici de déterminer les valeurs de x pour lesquelles I'(x) existe bien, c’est-a-dire pour lesquelles I'intégrale converge.

Remarque. z@D Quand on demande de démontrer qu'une intégrale existe, on demande de vérifier qu’il s’agit de 'intégrale

d’une fonction continue (par morceaux) sur un segment ou d'une intégrale généralisée convergente.

5) Intégration par parties - Changement de variable

Théoreme I1.21 (Intégration par parties - ADMIS). SoientaecRU{—oc} etbeRU {+o0} fels que a < b.

Soient u et v deux fonctions de classe €' surla;bl.

Si lim+ u(t)v(t) et lilil u(t)v(t) existent et sont finies,
t—a t—b~

b b

u®v'(dt etf u' (Hv(t)dt sont de méme nature.

alors les intégrales généralisées f
a

a
En cas de convergence, on a l'égalité :

b b
fu(t)v’(t)dtz[u(t)v(t)]Z—f u (Dv(ndt,
a

a

[0))] 0nanoté[u(t)v(t)]2= liril u@v(t)— lim u(®)v(r).
t—b~ t—a*

Remarque. ﬁD
» Dans la pratique, il n’est pas indispensable de rappeler I'hypothése de régularité des fonctions u et v. En revanche,
on présentera ces fonctions et on vérifiera I’existence des deux limites pour pouvoir appliquer le théoréeme.
e Si u et v sont de classe €' sur [a;b], il est également possible d'utiliser le théoréme de premiére année sur un

segment ([a; x] par exemple) puis de faire tendre x vers b a la fin du calcul. C’est ainsi que se fait la démonstration.

+00
Exemple11.5.22. Pour tout n €N, on note I, = f x"e™* dx. Montrer que I,, existe et vaut n! pour tout n € N.
On aici démontré que I'(n+1) = n! pour tout n € N ou encore que I'(n) = (n—1)! pour tout n € N*. La fonction I est donc une fonction définie sur ]0; +oo|

qui prolonge la factorielle (qui est seulement définie sur N).
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Exemple11.5.23 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f une fonction de classe € L surun segment [a; b]. Démontrer que

b
lim f f(®)sin(nt)dt =0.
n—+oo J,

Théoreme I1.24 (Changement de variable - ADMIS).
Soient a € RU {—oo} et b € RU {+o0} tels que a < b. Soient & € RU {—oo} et f € RU {+o0} tels que a < .
Soit ¢ :la; Bl—a; bl une fonction de classe €, bijective et strictement monotone.

Soit f une fonction définie et continue par morceaux surla; b|.
b B
Alors les intégrales généralisées f fdtet f flpw)¢' (w)du sont de méme nature.
a a

B
f flow)' (wdu si o eststrictement croissante,
b a
En cas de convergence : f fdt =
a

= f f ((p(u))(p’(u)d u si @ eststrictement décroissante.
a

On dit qu'on réalise le changement de variable t = p(u) (ou u = (p‘1 .

Remarque. ,@D Dans la pratique, et particulierement dans le cas de changements de variables usuels (1= mt+ p, u= t2,

u=e*,..), on pourra appliquer ce résultat sans justification.

Remarque. Lefait que ces deux théorémes permettent seulement de déterminer la nature d’'une intégrale sur 'ouvert | a; b[
n’'est en aucun cas réducteur. En effet, si une fonction f est continue par morceaux sur [a; b[ (par exemple), la convergence
de I'intégrale f f est équivalente a celle de I'intégrale f f et ces intégrales sont égales (résultat analogue a (11.1.7)).

(a;bl la;bl
Ces deux théoremes s’appliquent donc directement a des fonctions continues par morceaux sur [a; b[ ou sur ] a; b].

Corollaire I1.5.25 (Fonctions de référence). Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit a € R.

b
(1) Lintégrale généralisée f Goae dx est convergente si et seulement sia < 1.
a (x—a

b
(2) Lintégrale généralisée f de est convergente si et seulement si @ < 1.
a (b—x

L |
Exemple11.5.26. Montrer que I'intégrale suivante existe et calculer sa valeur : f Td t
0 t(l-t¢




III - Intégrabilité

1) Définition - Premiéres propriétés

Définition ITI.1.1. Soit I un intervalle qui n’est pas un segment (d'une des trois formes [a; b|, 1a; b] ou ]a; b]).

 Soit f une fonction définie et continue par morceaux sur I.

b
On dit que l'intégrale généralisée de f sur I est absolument convergente si I'intégrale généralisée f | f (t)| dt est
a

convergente.

e Onditqu'une fonction f est intégrable sur Isi f est définie et continue par morceaux sur [ et sil'intégrale de f sur I

est absolument convergente.

Remarque. ,QED Supposons que f est continue par morceaux sur I =]a; b]. Pour tout c €]a; b], f est intégrable sur ]a; b] si

et seulement si f est intégrable sur ]a; c]. On dit alors simplement que f est intégrable en a.

Lintégrabilité de f ne dépend dans ce cas que du comportement local de f (de |f| en fait) au voisinage de a.

On définit de maniere analogue I'intégrabilité d'une fonction en b.

Théoréme II1.2. Soit I un intervalle qui n'est pas un segment (d’'une des trois formes [a; b|, 1a; b] ou]a; b)). Soit f: I — K.

b
Si f estintégrable sur I alors l'intégrale généralisée f f(2)dt est convergente.
a

De plus, on a dans ce cas l'inégalité triangulaire :

b b
U fdt sf |f(o]ar.

Théoreme I11.3. Soit I un intervalle qui n'est pas un segment (d’'une des trois formes [a; b|, 1a; b] ou]a; bl).

Lensemble L' (I,KK) des fonctions intégrables sur I et a valeurs dans K est un K -espace vectoriel.

Théoreme I11.4 (Critere de nullité).
Soit I un intervalle qui n'est pas un segment (d'une des trois formes [a; b|, 1a; b] ou]a; b|).

Supposons que f est une fonction intégrable sur I, continue sur I et a valeurs réelles positives.

b
f f)dt =0 si et seulement si f(t) =0 pour tout t € I (f est identiquement nulle sur I).
a
b
On utilise souvent la contraposée de ce résultat pour justifier que [ f(®)dt >0, en précisant bien les hypothéses :
a

b
”f est continue sur I, positive sur I et non identiquement nulle donc f f®de>0"
a

2) Fonctions de référence

Proposition I11.2.5. Soient a et b deuxréels tels que a < b. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a; b|.
Si f est prolongeable par continuité en b (f admet en b une limite finie), alors f est intégrable en b.

On a bien siir I'énoncé analogue en a si f est continue par morceaux surla; b).
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1
ThéoremeIll.6. (1) Soita €R. La fonction t — @ est intégrable sur]0;1] (c’est-a-dire en 0) si et seulement si a < 1.

(2) Soita €R. La fonction t — ti“ est intégrable sur [1;+oo] (Cest-a-dire en +oo) si et seulement si a > 1.
(3) La fonction t — In(t) est intégrable sur]0;1] (c’est-a-dire en 0).

(4) Soita € R. La fonction t— e~ %" est intégrable sur [0; +oo| (c’est-a-dire en +oo) si et seulement si a > 0.
(5) Soienta etb dansR tels que a < b. Soit a € R.

1
(a) La fonction t — e est intégrable sur]a; b (c’est-a-dire en a) si et seulement si @ < 1.

-a)

1
(b) La fonction t — b=

e est intégrable sur [a; b[ (c'est-a-dire en b) si et seulement si a < 1.

Remarque. & On pensera a généraliser a d’autres fonctions le principe de changement de variable affine utilisé pour
obtenir le dernier résultat de ce théoréme a partir du premier point.
Par exemple, la fonction ¢ — In(3 — ) est intégrable en 3 et la fonction x — In(1 + x) est intégrable en —1.

De la méme maniere, la fonction ¢ — pm est intégrable en —oo pour tout n € N\ {0, 1}.

3) Théoremes de comparaison

Théoréeme I11.7.

Soit I un intervalle qui n'est pas un segment (d'une des trois formes [a; b|, 1 a; b] ou]a; b).

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur I. On suppose que | f(t)| < |g(?)| pour tout t € I.
 Si g estintégrable sur I alors f est intégrable sur I.

o Si f n'est pas intégrable sur I alors g n'est pas intégrable sur I.

Remarque. Soit f : I — C. f estintégrable sur I si et seulement siles fonctions (réelles) Re(f) et Im(f) sont intégrables sur I.

Théoreme I11.8 (Théorémes de comparaison). Soienta€R etb e RU {+oo} tels que a < b.

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a; b|.
€)) Sif; O(g) (ou|f| = 0O(g)) et si g estintégrable en b, alors f est intégrable en b.
@) Sif ? o(g) (oulf] ? 0(g)) et si g est intégrable en b, alors f est intégrable en b.
3 Sif 7 g (oulf] 7 g), [ estintégrable en b si et seulement si g est intégrable en b.

Pour montrer qu'une fonction n'est pas intégrable en b, on peut utiliser la contraposée des deux premiers points.

Théoreme II1.9 (Théorémes de comparaison). Soienta€RU {—oo} etb e R tels que a < b.

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux surla; b].
) Sif = O(g) (ou|f| = 0(g)) et si g estintégrable en a, alors f est intégrable en a.
@ Sif = o(g) (oulf] = o(g)) et si g est intégrable en a, alors f est intégrable en a.
@ Sif ~8 (ou | f| ~ 8), f estintégrable en a si et seulement si g est intégrable en a.

Pour montrer qu'une fonction n'est pas intégrable en a, on peut utiliser la contraposée des deux premiers points.
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Remarque. &/@D

(1) On peut utiliser ces mémes théorémes pour étudier seulement la nature d’'intégrales généralisées :

* en cas d’intégrabilité de la fonction, on a immédiatement la convergence de I'intégrale généralisée;

* en cas de non intégrabilité de la fonction, on ne peut conclure quant a la nature de 'intégrale généralisée sauf
dans le cas (trés fréquent) des fonctions a valeurs réelles positives (ou réelles négatives). En effet, dans ces cas,
I'intégrabilité sur I est équivalente a la convergence de l'intégrale généralisée sur 1.

"f est continue (par morceaux) sur I et positive. L'intégrabilité de f sur I

est donc équivalente a la convergence de l'intégrale généralisée. ”
(2) Pour étudier I'intégrabilité d’'une fonction : on commencera par vérifier qu’elle est continue (par morceaux) sur

I'intervalle proposé puis par calculer un équivalent simple (de | f|) en les bornes ot I'intégrabilité pose question.

Exercice111.3.10. Les intégrales suivantes existent-elles?

+00 gretan(f) Ln(s) 1n2(p) too
(1)/(; Wdt, (Z)L Tdt’ (3)[0 \/; dt; (4)\[2 tln(l’)dt

Les trois dernieres intégrales sont des exemples d’intégrales de Bertrand, intégrales classiques qui font ’objet d'un exercice de la feuille de TD.

4) Un exemple de fonction non intégrable mais dont I'intégrale généralisée converge

sin(¢)

Exercicelll.4.11. On définit sur [1;+oo[ la fonction f: t— ;

Par opérations, f est continue (par morceaux) sur [1; +ool.

+00
(1) En utilisant une intégration par parties, montrer que l'intégrale généralisée f f(H)dt converge.
1

X
(2) Pour tout x =1, on note G(x):f If(ldt
1

*1-cos(2t)
(a) Montrer que pour tout x=1: f Tdt < G(x).
1

(b) En utilisant une intégration par parties, montrer que l'intégrale généralisée dt converge.

f+°° cos(2t)
1
(c) Endéduire que lim G(x) = +oo.

X—+00

Que pouvez-vous en déduire sur I'intégrabilité de f sur [1;+o0[?
+00 3 t 2 +00 qj t
(sm( )) dtzf sin(t)

t 0 t

(3) Justifier 'existence des intégrales suivantes et montrer que f dt.

0
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IV - Le théoreme de convergence dominée

Le théoreme suivant sera revu dans le chapitre "Suites et séries de fonctions”.

Théoreme majeur de la théorie de l'intégration de Lebesgue, il est admis en CPGE.

Théoréme IV.1 (Théoréme de convergence dominée - ADMIS).
Soit (f,) nen une suite de fonctions définies sur un intervalle I de R.
On suppose que :
e pour tout n €N, la fonction f,, est continue par morceaux sur I ;
e pour tout t € I, la suite numérique (f,,(t)) nen converge vers une limite notée f(t) ;
e la fonction f ainsi définie est continue par morceaux sur I ;

* il existe une fonction ¢ continue par morceaux et intégrable sur I telle que :
VneN, Vtel, |fn()] < @(2).

Dans ce dernier point, appelé hypothése de domination, la fonction ¢ est indépendante de n.
Alors:
e pour tout n €N, la fonction f, est intégrable sur I ;

* lafonction f estintégrable surI;

e la suite (numérique) (ffn(t)dt) converge etnhIP ffn(t)dtsz(t)dt.
I =9 1

neN

Onaalorsnkrfwflfn(t)dt:flngr}}oofn(t)dt.

Remarque. /@3
» Dans la pratique, les hypotheses de continuité par morceaux pourront étre omises.
o Pour la deuxieme hypothese, on commence par fixer ¢ (Soit t € 1.) puis on étudie la convergence de

la suite numérique ([}, () ,en. Parfois, il est nécessaire de distinguer plusieurs cas selon la valeur de ¢.
Remarque. @D Ce résultat permet d’intervertir les symboles de limite et d’intégrale.
On peut utiliser ce résultat méme si I est un segment. Pour cela, deux rédactions sont possibles :
(1) on pourra utiliser le théoreme sur I'intervalle ouvert ] a; b[, ce qui ne change rien a la valeur des intégrales;

(2) on pourra dire qu'une fonction continue par morceaux sur un segment est intégrable sur ce segment et

utiliser directement le théoréme sur I = [a; b].

Exemple1V.0.2. Etudier la convergence des suites suivantes :

+00 e—nx2
(1) (In)nen = (f 1 > dx) >
0 tx neN

1 n
@ (Jn)neN=(f0 ad dx) ;

1+nx neN

2
e n
1+ x2

n
(3) (Ky)nen+ = j(;

neN*

[

e
Pour tout n € N*, on pourra considérer la fonction f;, définie sur [0; +oo[ par f,(x) =0si x> net f(x) = 1 six<n.
+

x2




