1) Intégration par parties - Changement de variable

Théoréme .1 (Intégration par parties). Soienta€RU {—oo} et b € RU {+o0} tels que a < b.

Soient f et g deux fonctions de classe ¢ L surla; bl.

Si lim f(£)g(¢) et liril f(£)g(t) existent et sont finies,
t—a* t—b~

b b
alors les intégrales généralisées f f@ g’ (H)dt et f f ") g(t)dt sont de méme nature.
a a

En cas de convergence, on a l'égalité :

b b
f f(t)g’(t)dt=[f(t)g(t)]‘;—f f'gwadt,
a a

oiton anoté (g1’ = lim f(0g(n)~ lim_f(Dg().

Démonstration. Supposons que lim f(#)g(?) et lirlrol f (£ g(1) existent et sont finies.
t—at* t—b~
Soit c €]a; bl.
o f est dérivable donc continue sur ]a; c]. Soit x €]a; c]. f et g sont de classe € sur le segment [x; ], utilisons donc le

théoréme de premiere année :
Cc [ c
/f(t)g'(t)dt=[f(t)g(t)]fc—f f’(t)g(t)dt=f(c)g(c)—f(x)g(x)—f fl(ngwdr.
X X X

Par opérations (sur les limites), 'intégrale généralisée fg' est convergente si et seulement si I'intégrale géné-
lac]

ralisée f'g et, en cas de convergence :
lasc]

c c
/f(t)g’(t)dtzf(C)g(C)—)lci_r}}lf(x)g(x)—f f'(ngnat.
a a

» De maniére complétement analogue, 'intégrale généralisée f fg' est convergente si et seulement si I'intégrale
[e;bl

généralisée f'g et, en cas de convergence :
le;bl

b b
f fng (nde= )lcin}]f(x)g(x) - fle)gle) —f flngmadst.
[ - c

+ En combinant les résultats des deux points précédents :

I'intégrale généralisée fg' est convergente si et seulement si l'intégrale généralisée f'g est convergente
la;bl la;bl

et, en cas de convergence :

b c b
ff(t)g'(t)dtzf f(r)g’(r)dt+f fng (nde
a a C
c b
=f(C)g(C)—)lci§}lf(x)g(x)—f f’(t)g(t)dt+)lci§zf(x)g(x)—f(C)g(C)—f flngdt

b
=lim f(x)g(x) — lim f(x)g(x)—/ fl(ngtydt
x—b X—a a

b
= [f(X)g(x)]Z—f fl(Hgndte|.




Théoreme .2 (Changement de variable - Cas croissant).
Soient a € RU {—oo} et b € RU {+o0} tels que a < b. Soient & € RU {—oo} et f € RU {+00} tels que a < .
Soit ¢ :a; Bl—1a; b[ une fonction de classe € 1 bijective et strictement croissante.

Soit f une fonction définie et continue par morceaux surla; bl.
b B
Alors les intégrales généralisées f fodt et f flow)¢' (w)du sont de méme nature.
a a

b B
En cas de convergence :f fdt = / flow)e' (wdu.
a a

Démonstration. (1) Commencons par montrer que le résultat de premiére année peut étre utilisé pour la restriction de

f aun segment de ] a; b[ (qui n’est sur ce segment que continue par morceaux).

Notons [p; g] un segment inclus dans ] a; b|. Il existe alors une subdivision (yi)o<k<n de [p; g telle que, pour tout

1<k =n, fijy,_,;y[ soit continue sur ] yx_1; yx[ et prolongeable par continuité a [yi_1; yi], prolongement noté fi.

On note alors, pour tout0 < k < n, xj = (p‘1 (yx)- La stricte croissance de ¢ (et donc de (p‘l) assure que (Xx)o<i<n
est une subdivision de [¢~!(p); 1 (g)] (qui est un segment par continuité de ¢~'!). Grace a cette subdivision et
aux opérations sur les limites (¢ et ¢’ sont continues sur ]a; B[), on obtient que g = (f o ¢) x ¢’ est continue par
morceaux sur [~ (p); 1 (g)].

Pour tout 1 < k < n, le prolongement de gjjx, ,;x,[ & [Xx—1; Xx] par continuité est gi = (f o @) x ¢’. Utilisons mainte-
nant le théoréme vu en premiere année et la définition d’intégrale d'une fonction continue par morceaux :

-1
( Xk csI

q) n L0 Yk q
[ rewewan s [ figungwane Y. [ panar [ pwar,
¢ p

k=1Y%k-1 k=1YYk-1

(2) Montrons maintenant le résultat pour les intégrales généralisées.

Soit y €]a; BI. Notons ¢ = ¢(y) €]a; b[. Représentons les tableaux de variations de ¢ et ¢! pour y repérer les li-

mites utiles dans cette démonstration :

¢ /c/ ’ ¢! /Y/ ’

a

e Soit x € [y; BI.

D’apres 'extension du théoreme de changement de variable vu dans la premiére partie ([c; ¢ (x)] est un segment) :

@(x) X
f(t)dtzf flow)¢' (wdu.
Y

c



3

b i
Ona lirrll3 ¢(x) = bdong, sil'intégrale généralisée f f(t)dt converge, alors'intégrale généralisée f f ((p(u))(p/(u)d u
x— c %

converge et ces intégrales sont égales.

Soit y € [c; b[. Encore d’apres la premiére partie ([c; y] est un segment) :
,1(

y o= ,
f f(t)dt:f flow)e (Wdu.
c Y

B
On a lin}g ¢~ 1(y) = B donc, si l'intégrale généralisée f flpw)¢' (w)du converge, alors I'intégrale généralisée
y= Y

b
f f(£)dt converge et ces intégrales sont égales.
[

B b
Finalement, les intégrales f f ((p(u))(p' (w)duet f f(t)dt sont de méme nature et sont égales en cas de convergence.
’]/ C

Y c
Il en est de méme (démonstration identique a celle-ci) des intégrales f f ((p(u))(p' (W)du et f fdze.
a a

b p
Par définition : | les intégrales [ fdtet f fp(w)¢'(u)du sont de méme nature et égales en cas de convergence |.
a a

Dans le cas ou ¢ est décroissante, il faut modifier les tableaux de variations et les bornes sont échangées : on obtient que les intégrales
b a
f f(ndtet f flow) @' (u)du sont de méme nature et égales en cas de convergence, d’oi1 la nécessité du signe moins pour avoir I'égalité
a B

de I'énoncé.
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