Chapitre 9 - Espaces vectoriels normés

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

I — Espaces vectoriels normés - Généralités

1) Normes - Distances

Définition I.1.1. Soit E un [K-espace vectoriel.

(1) On appelle norme sur E toute application N de E dans R; telle que :
e VxeE, VAeK, N(Ax) = |A|N(x) (homogénéité),
e VxeE, (N(x)=0) < (x=0g) (séparation),
e V(x,¥)€ E?, N(x+ ¥) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire).

(2) Si N estune norme sur E, le couple (E, N) est appelé espace vectoriel normé.

En général, les normes se notent plutdt ||.||.

(3) On appelle distance associée a la norme N I'application définie sur E? par :

V(x,y) € E?, d(x,y) = N(y - x).

(4) On appelle vecteur unitaire ou vecteur normé tout vecteur de E de norme 1.

Proposition I.1.2. (1) En utilisant 'homogénéité, on obtient N(—x) = N(x) pour tout x € E mais aussi N(0g) = 0.

Inutile donc de vérifier que N(0g) = 0 pour assurer la séparation.

@) & On peut démontrer l'inégalité triangulaire inversée : ¥ (x, y) € E?, |||x|| - ||y||| <lx-yl.

Dans un triangle, la longueur d’'un coté est comprise entre la somme et la différence des longueurs des deux autres.

Exemple1.1.3. Dans le chapitre précédent, on a vu qu'un espace préhilbertien réel est un espace vectoriel normé.
Il suffit de le munir de la norme euclidienne associée au produit scalaire : Vx € E, || x|l = v/{x, x).
Dans ce contexte, il y a égalité dans I'inégalité triangulaire si et seulement si x et y sont colinéaires de méme sens. Dans le cas d'une norme quelconque,

on n’'a pas de tel résultat.

Exemplel.1.4. Lavaleur absolue est une norme sur le R-espace vectoriel R.

Le module est une norme sur le K-espace vectoriel C. Sauf mention du contraire, R et C seront toujours muni de cette norme.

2) Exemples fondamentaux

Meéthode. ,@D Pour montrer que (E, ||.[) est un espace vectoriel normé :
e on commence par s’assurer que E est bien un espace vectoriel;
» ons’assure que I'application | .|| est bien définie (ce qui n'est pas toujours évident si elle est définie par une intégrale ou une borne supérieure!)
et a valeurs dans R, ;
« il nereste qu’a vérifier les trois axiomes de la définition.

Les normes présentées dans cette section sont usuelles et pourront étre utilisées sans démonstration.



Lemme .2.5. Soit A une partie non vide et majorée deR. Soit 1 € R..

On a l'existence des bornes supérieures suivantes et I'égalité :
sup(1A) = supf{lx, x € A} = Asup(A).

Exemple 1.2.6 (normes usuelles relativement a une base). Soit n € N*. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie

muni d'une base 4. Pour tout x € E, on note (x1, X,...,X;) les coordonnées de x dans 2 et

n n
lxlly =) lxkl; lxllz =/ Y 1l Ixlloo = max_|xgl (= max{lxgl, k€ [1;n]}).
k=1 k=1 ke[1;n]

Les applications ||.|I1, |I.Il2 et ||.|loo @insi définies sont des normes sur E.

X1
X2
Exemple1.2.7 (normes usuelles sur K”). Soit n € N*. On note E = K”. Pour tout x€ E,onnote x=| _ |et

Xn

n n
lxl =) |xkl; lxllz =4/ 2 1xkl?; Ixlloo = max_|xgl (=max{|xgl, ke [1;n]}).
k=1 k=1 ke[L;n]

Les applications ||.|I1, |I.Il2 et ||.|loo @insi définies sont des normes sur E.

Exemple1.2.8 (normes usuelles sur €°(la; b], K)).
Soient a et b deux réels tels que a < b. On note E = 6°([a; b], K) 'espace vectoriel des fonctions définies et continues sur

le segment [a; b]. Pour tout f € E, on note :

b b
||f||1=f lfldg ||f||2=\/f If(D12dt; [fllo= sup [f(O] (=sup{lf()l, tela;bl}).
a a tela;b)

Les applications .||y, lI.ll2 et ||l ainsi définies sont des normes sur E.

Exemple1.2.9. % [Extension de |||l @ un espace de fonctions bornées]

 Soit X un ensemble non vide. On note 2(X,K) le K-espace vectoriel des fonctions définies de X dans K et bornées.
Onrappelle que f: X — K est bornée s’il existe M € Ry tel que: Ve X, | f(£)| < M.

Pour tout f dans E, on note
I flloo =suplf(0)] (=sup{lf(®)l, teX}).
reX

Lapplication |||l ainsi définie est une norme sur 'espace %(X, K).
» Dans le cas particulier X = N, on définit ainsi une norme (usuelle) sur I'espace ¢, (IK) des suites bornées a valeurs
dans K :

lulloo =suplun| (=supilual, neN}).
neN

Exercice1.2.10 (Résultats hors-programme). (1) Soit I un intervalle de R qui n’est pas un segment.

Lapplication ||.[l; : f+— f | f(2)|dt définit une norme sur I'espace LL(I,K) des fonctions continues et intégrables sur 1.
I

(2) Soit I un intervalle de R qui n’est pas un segment.
Lapplication ||.|l2: f+— f |f(8)|>dt définit une norme sur I'espace L%(I ,IK) des fonctions continues et de carré
I

intégrable sur /. SiK =R, c’est la norme euclidienne associée au produit scalaire défini par (f, g) = f f(Hgdt.
I



3) Boules ouvertes - Boules fermées

Définition I.3.11. Soit (E, ||.|)) un espace vectoriel normé. Soit a € E. Soit R €]0; +oco].

(1) On appelle boule ouverte de centre a et de rayon R I'’ensemble

B(a,R)={x€E||x—al <R}={x€E|d(a,x)<R}.

(2) On appelle boule fermée de centre a et de rayon R I'’ensemble

Br(a,R)={x€E||x—al <R}={x€E|d(a,x) <R}.

(3) On appelle sphere de centre a et de rayon R I'ensemble

S(a,R) = Br(a,R)\B(a,R)={x€E||x—al =R}={x€ E|d(a,x)=R}.

Exemple1.3.12. Dessiner Br(0g, 1) (appelée boule unité fermée) dans E = R? pour chacune des normes ||.|I1, II.ll2 et ||.lloo-

La base canonique (e1, e2) de R? sera représentée par une base orthonormée comme ci-dessous.

€2 e e

ey €1 el

4) Parties bornées - Fonctions bornées

Définition I.4.13. Soit (E, ||.|)) un espace vectoriel normé. Soit A une partie de E.

On dit que A est une partie bornée de E s’il existe M e R, tel que: Vx € A, || x| < M.

Cette définition signifie que A est inclus dans une boule (ouverte ou fermée) de centre 0.

Exemplel.4.14.
(1) Si Aestune partie bornée de E, alors toute partie de A est également une partie bornée de E.
(2) Les boules (ouvertes ou fermées) et les spheres sont des parties bornées d'un espace vectoriel normé.
On en déduit qu'une partie de E est bornée si et seulement si elle est incluse dans une boule (par forcément centrée en Og).
(3) Laréunion d'un nombre fini de parties bornées de E est une partie bornée de E.

(4) N’importe quelle intersection de parties bornées de E est une partie bornée de E.

1
Exercicel.4.15. A Notons E = 6°([0;1],R) et A= {f € E | f [f(Dldt<1}.

0
Pourla norme |.||;, A est une partie bornée (c’est méme la boule unité fermée).
Pour la norme |||, montrer que A n’est pas une partie bornée.

Pour tout n € N*, on construira une fonction f;; de A telle que || f lloo = 1.



Définition - Théoreme I1.4.16. Soit (E, |.]|) un espace vectoriel normé. Soit X un ensemble non vide.

(1) Soit f une application définie sur X et a valeurs dans E.

On dit que f est bornée (sur X) s’il existe M e R, tel que: Vx e X, | f(x)|| = M.

Cette définition signifie que Im(f) est une partie bornée de E.

(2) On note (X, E) 'ensemble des applications f : X — E bornées.
%B(X, E) est un sous-espace vectoriel de & (X, E).

(3) Pour tout f € (X, E), on définit
[l flloo =supll f(X) (=supill f(x)ll, x € X}).
xeX

Lapplication |||« ainsi définie est une norme sur %8(X, E) appelée norme infinie induite par ||

On généralise ici une définition déja donnée dans le cas particulier E = K.

5) Parties convexes

Définition 1.5.17. Soit E un espace vectoriel. Soit A une partie de E.

On dit que A est une partie convexe si :

Y(a,b) € A%, Vi€ [0;1], (1— Da+ the A.

Lappartenance estimmédiatesi f=0ou t = 1.

Remarque. Comme dans R, 'ensemble {(1—-f)a+tb, t € [0;1]} ={a+ t(b—a), t € [0;1]} est appelé segment joignant a et b
et peut se noter [a; b]. La définition s’interpréte alors ainsi :

A est convexe si tout segment joignant deux éléments de A est inclus dans A.

Proposition 1.5.18. Soit (E, ||.|) un espace vectoriel normé. Soit a € E. Soit R €]0; +ool.
(1) La boule ouverte B(a, R) est une partie convexe de E.

(2) La boule fermée Br(a, R) est une partie convexe de E.




6) Normes équivalentes

Définition 1.6.19. Soit E un espace vectorie. On note N; et N, deux normes définies sur E. On dit que

N; et N, sont équivalentes s'il existe deux réels a et 8 strictement positifs tels que, pour tout x € E :

Ni(x) < alNy(x) et No(x) < BNy ().

On voit tout de suite que N7 et N» peuvent étre échangées dans cette définition, on dit que la relation d’équivalence est symétrique.

Exemple1.6.20. Dans K", les normes .1, |I.|l2 et |l.lloo sont équivalentes.

Remarque. z@D Dans la démonstration précédente, on n’'a pas eu a démontrer 3 équivalences entre normes. En effet, si
Nj et N, sont équivalentes et N, et N3 sont équivalentes, alors N; et N3 sont équivalentes.

On dit que la relation d'équivalence entre normes est transitive.

Meéthode. :@D Pour montrer que deux normes N; et N> ne sont pas équivalentes, il suffit de montrer qu'une des deux

.. N1 Ny | )
applications — ou — n’est pas bornée sur E \ {0g}.
N, N

Exemple1.6.21. Notons E = %9([0; 1], R), montrer qu’aucune des normes ||.|I1, II.ll2 et ||.lloo N'est équivalente a une autre.

On pourra utiliser les fonctions fj; : x — x".

Théoreme 1.22. Soit E un espace vectoriel. On note N et N, deux normes sur E équivalentes. Soit A une partie de E.

A est une partie bornée pour la norme N si et seulement si A est une partie bornée pour la norme No.

Remarque. Lexercice 1.4.15 démontre ainsi (2 nouveau) que les normes ||.||; et |||l définies sur E = %9([0;1],R) ne sont

pas équivalentes.

II — Suites de vecteurs

1) Généralités - Suites bornées

Définition II.1.1. Soit E un espace vectoriel.

¢ On appelle suite d’éléments/de vecteurs de E tout application de N dans E. Si cette application est notée u,

on écrira u, ala place de u(n), pour tout n € N. La suite u se notera alors (i) seN-
On dit que ©;, (qui estici un vecteur de E) est le terme général de la suite (¢,,) en-
« Lensemble des suites d’éléments de E se note & (N, E) ou EN. On peut y définir les opérations suivantes :
— l'addition : on peut additionner deux suites (u,) nen €t (V5) nen pour obtenir la suite (uy, + vy) nen;
— lamultiplication par un scalaire 1 : on peut multiplier une suite (u,) ,en par A € K pour obtenir la suite (A1) nen-
o Plus généralement, on appelle suite de vecteurs de E toute application de [[79;+oo[ dans E o ny est un entier
donné. On note alors (1) =5, une telle suite. Toutes les notions se généralisent a de telles suites.
o Pour tout n € N, on désigne par terme de rang n le vecteur u;,.

On dit que la suite (u,) ,en Vérifie la propriété P a partir d'un certain rang s'il existe nyg € N

tel que (1) n=p, vérifie la propriété P.

Remarque. A Comme pour les applications en général, on ne confondra pas la suite (#,) ,en (qui ne dépend pas de n)

et le vecteur u, (qui dépend de n).




3n-2

2n+1
Exemplell.1.2. (1) Pour tout neN*, on note u, = . On définit ainsi la suite () ,en de vecteurs de R2.
sin(n)
n
In(n) 2
(2) Pour tout n € N*, on note M,, = 1 5| On définit ainsi la suite (M) ,en+ de vecteurs de 45 (R).
n

(3) Pour tout n e N*, on note f;: x— nx""!. On définit ainsi la suite (fn) nen+ d’éléments de €°([0;1; R).

Définition I1.1.3. Soit (E, ||.|)) un espace vectoriel normé. Soit (1) ,en une suite d’éléments de E.

(1) On dit que (1) zen €St (une suite) bornée s’il existe M € R, tel que

VneN, [u,l <M.

Ce n’est qu’'un cas particulier de fonction bornée, notion déja étudiée plus tot dans ce chapitre.

(2) On note ¢*°(E) 'espace vectoriel des suites bornées de vecteurs de E.

Proposition I1.1.4. Soit E un espace vectoriel. On note Ny et N, deux normes définies sur E équivalentes.
Soit (1) nen Une suite d’éléments de E.

La suite (up) nen est bornée pour la norme N si et seulement si cette suite est bornée pour la norme N».

ExemplelI1.1.5. On reprend les exemples précédents (voir (II.1.2)).

(1) Montrer que la suite (u5),en* €St une suite bornée de vecteurs de R? pour chacune des trois normes usuelles ||.]|1,
.12 et ]l lloo-

(2) Montrer que la suite (M) ,en+ N'est pas une suite bornée de vecteurs de .45 (R) pour la norme |||, définie par :

VM €M@, [ Moo= max |(M),]

(3) Montrer que la suite (f;,) ,en+ €St une suite bornée de vecteurs de €°([0;1];R) pour la norme ||.||; mais pas pour les
normes |.||2 et ||.llco-

Cet exemple montre (a nouveau) que les normes ||.|/; et |.|2 ne sont pas équivalentes, tout comme les normes ||.|I1 et |.llco-

2) Convergence - Limite

Définition I1.2.6. Soit (E, ||.|]) un espace vectoriel normé. Soit (u,) ,en une suite d’éléments de E.

On dit que la suite (u,) ,en converge s'il existe £ € E tel que

(%x) Ve>0,dIngeN, VrneN, (n=ng) = (lu, - 2| <e).

S’il existe, un tel vecteur £ est unique et est appelé limite de (u,,) ,en. On le note liIP Uy.
_— n—+oo

On dit alors que (u,) ,en €St une suite convergente (vers £) ou que (u,) ey converge vers £.

Si (1) nen N'est pas convergente, on dit que (u,) ,en €st une suite divergente.

Exemplel1.2.7. Les suites constantes sont convergentes et admettent pour limite leur unique valeur. On étend ce résultat

aux suites stationnaires.




Remarque. ﬁD
o Cette définition est la méme que celle de la convergence des suites numériques, en remplacant la valeur absolue
(ou le module) par une norme puisqu’on mesure la distance entre deux vecteurs de E (u, et ¢) et pas la distance
entre deux nombres.
On va donc pouvoir généraliser un certain nombre de résultats en adaptant les démonstrations de premiére année,

en remplacant le module par la norme |.|| qui vérifie les mémes propriétés : séparation, homogénéité, inégalité triangulaire.

¢ Cette définition est équivalente au fait que la suite réelle positive {(II Upn —£1) nen converge vers 0). On pourra donc

étudier 1'éventuelle convergence de cette suite, par exemple en utilisant le théoréme des gendarmes ou n'importe

quel autre résultat sur les suites numériques vu en premiere année.

Théoreme I1.8. Soit (E, ||.lI) un espace vectoriel normé. Soit (u,,) nen Une suite d’éléments de E.
(1) Si (un)nen converge vers ¢ € E alors la suite réelle (| uy,|l) nen converge vers ||£]].
(2) Si (un)nen est convergente alors (1) nen est bornée.

(3) On dit qu'une suite (V) neN €St Une suite extraite (ou une sous-suite) de (un) nen S'il existe une application ¢ :N— N
strictement croissante telle que :Yn €N, vy, = Uy(p).

Si (1) nen converge vers ¢ € E, alors toute suite extraite de (uy,) nen coOnverge également vers .

(4) Si les suites extraites (Uz,) neN €t (Uzn+1) neN cOnvergent vers une méme limite ¢ € E,

alors la suite (uy) nen converge également vers £.

(5) On suppose que (u,) nen converge vers ¢ € E. Soit (V) nen Une suite de vecteurs de E qui converge vers ¢ € E.
Soient A4 et Ay deux scalaires.

Alors la suite (A uy, + A2 Vp) nen converge vers A1 €1 + A2 05.

ExemplelIl.2.9. On reprend les exemples de (II.1.2).
(1) Montrer que la suite (u,,) ,en* converge et calculer sa limite pour la norme ||.||;.
(2) Montrer que la suite (M) ,en* €St une suite divergente pour la norme ||.|lco-

(3) Montrer que la suite (f;) ,en* €St une suite divergente pour les normes |.|2 et ||.]lco-

Elle ne converge pas non plus pour la norme ||.||; mais c’est un exercice plus délicat.

(4) Montrer que la suite (x — x") ey converge vers la fonction nulle (notée 0) pourles normes ||.||; et |.[l» sur €0([0;1]; R).

Meéthode. z@D Pour montrer qu'une suite de vecteurs est divergente, on pourra :
— montrer qu’elle n’est pas bornée;
— montrer qu’elle admet une suite extraite divergente;

— montrer qu’elle admet deux suites extraites convergentes dont les limites sont différentes.

Théoreme I1.10. Soit E un espace vectoriel. On note N; et N» deux normes définies sur E équivalentes.
Soit (uy) nen Une suite d'éléments de E.
La suite (up) nen est convergente pour la norme N si et seulement si elle est convergente pour la norme N.

En cas de convergence, la limite est la méme pour les deux normes.

Exemple11.2.11.
(1) Montrer que la suite (i) ,en+ de 'exemple (I1.1.2) converge pour les trois normes usuelles et donner sa limite.

(2) Montrer que la suite (x — x™) e Ne converge pas vers la fonction nulle (notée 0) pour lanorme |||l SUr €°([0;1;R).

Cet exemple montre (2 nouveau!) que la norme ||.[o, n'est pas équivalente aux normes ||.|I1 et |.Il2.



IIT - Eléments de topologie

1) Owuverts

Définition IIL.1.1. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Soit A une partie de E.

(1) Soit a € A. On dit que a est (un point) intérieur a A s’il existe R > 0 tel que B(a, R) c A.

(2) On dit que A est un ouvert (ou une partie ouverte) de E si tous les points de A sont intérieurs a A, autrement dit :

Vae A, AR >0, B(a,R) c A.

Exemplelll.1.2. e O et E sont des ouverts.

e Dans (R,|.]), les intervalles de la forme ] a; b[ sont des ouverts.

Proposition I11.1.3. Soiz (E, ||.||) un espace vectoriel normé.
(1) Une boule ouverte est un ouvert de E.

(2) Soit (A;)ier une famille (quelconque) de parties ouvertes de E. Alors U A; estun ouvertdeE.
iel
n
(3) SoitneN*. Soit (A;)1<i<n une famille finie de parties ouvertes de E. Alors ﬂ A; est un ouvertdeE.
i=1

—_——

Exemplelll.1.4. Dans (R, |.]), les intervalles A, = sont des ouverts pour tout n € N*,

Que vaut l'intersection (] A,? Est-ce un ouvert?
neN

2) Fermés

Définition III.2.5. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Soit A une partie de E.

On dit que A est un fermé (ou une partie fermée) de E sile complémentaire A° de A dans E est un ouvert de E.

On déduit de cette définition que le complémentaire d'un ouvert est un fermé!




Exemplell1.2.6. o et E sont des fermés.
Contrairement au langage courant, une partie de E peut étre ouverte ET fermée. Un terme n’est pas le contraire de I'autre.
e Dans (R, |.]), les segments (intervalles de la forme [a; b]) sont des fermés, tout comme les intervalles de la forme
[a; +oo[ et ] —oo; b].

e Dans (R, |.]), 'intervalle [0; 1] n’est ni ouvert ni fermé.

Proposition I11.2.7. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé.
(1) Une boule fermée est un fermé de E.

(2) Soit (A;)icr une famille (quelconque) de parties fermées de E. Alors (| A; est un fermé de E.
iel

n
(3) SoitneN*. Soit (A;)1<i<n une famille finie de parties fermées de E. Alors U Aj; est un fermé de E.
i=1

(4) Une sphere est un fermédeE.

1 1
Exemplelll.2.8. Dans (R,|.]), les intervalles I, = [—;3 — — | sont des fermés pour tout n € N*.
n n

Que vaut la réunion U I,,? Est-ce un fermé?
neN

Proposition II1.2.9 (Caractérisation séquentielle). Soit (E, ||.|) un espace vectoriel normé. Soit A une partie de E.

Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(1) A estune partie fermée de E ;

(2) pour toute suite (x,) nen convergente d'éléments de A, la limite de (x,,) ,en appartient a A.

Exemple111.2.10. (1) Toute partie finie est un fermé de (E, ||.||). Par exemple un singleton est fermé.

(2) Redémontrer que [0; 1[ n'est ni ouvert ni fermé dans R.

3) Adhérence - Partie dense

Définition IIL.3.11. Soit (E, |.||) un espace vectoriel normé. Soit A une partie de E.

(1) Soit x € E. On dit que x est (un point) adhérent a A si, pour tout R > 0, la boule ouverte B(x, R) intersecte A :

VR>0, B(x,RAINA#2.
(2) On appelle adhérence de A et on note A 'ensemble des points adhérents a A :

A={xeE|YR>0, B(x, R nA#2}.

Exemplelll.3.12. (1) E=Eet?=0.
(2) Tout point de A est adhérent a A. Autrement dit: Ac A.

(3) Dans (R, |.]), quelle est 'adhérence de ] —1;2]?




10

Théoreme III.13 (Caractérisation séquentielle de 'adhérence).

Soit (E, ||.|l) un espace vectoriel normé. Soit A une partie de E. Soit x € E.
(1) x est (un point) adhérent a A si et seulement s’il existe une suite (u,) nen d'éléments de A qui converge vers x.

(2) Ladhérence de A est 'ensemble des limites des suites convergentes d’éléments de A.

Exemple1l1.3.14. En utilisant la caractérisation séquentielle, montrer a nouveau que | — 1;2] = [-1;2].

Définition I11.3.15. Soit (E, |.||) un espace vectoriel normé. Soit A une partie de E.

On dit que A est dense dans E (ou une partie dense de E) si A = E, autrement dit

si tout élément de E est limite d'une suite convergente d’éléments de A.

Exemple1l1.3.16. Lensemble Q des nombres rationnels est dense dans R (pour la norme |[.|).
L'ensemble R\ @ des nombres irrationnels est également dense dans R.

On en déduit que, pour tous réels a < b, I'intervalle ] a; b[ contient un rationnel et un irrationnel (une infinité en fait ...).

4) Invariance par passage a une norme équivalente

Toutes les définitions données précédemment dépendent du choix de la norme |.|. Le résultat suivant montre que ces

caractéristiques sont conservées si on remplace cette norme par une norme qui lui est équivalente.

Théoreme I11.17. Soit E un espace vectoriel. On note N; et N» deux normes définies sur E équivalentes.

Soit A une partie de E.
(1) Un élément a de A est intérieur a A pour la norme N si et seulement si a est intérieur a A pour la norme Ns.
(2) A est un ouvert pour la norme N si et seulement si A est un ouvert pour la norme N.
(3) A est un fermé pour la norme N si et seulement si A est un fermé pour la norme N.
(4) Un élément x de E est adhérent a A pour la norme N si et seulement si x est adhérent a A pour la norme N».
(5) Ladhérence de A pour la norme N est égale a l'adhérence de A pour la norme N».

(6) A estdense dans E pour la norme N si et seulement si A est dense dans E pour la norme N.

IV — Limite et continuité d’une fonction

1) Limite - Continuité ponctuelle

Définition IV.1.1. Soient (E, |.|lg) et (F ||.| r) deux espaces vectoriels normés. Soit D une partie de E.
Soit f: D — F une application de D dans F. Soit @ un point de E adhérent a D. Soit ¢ € F.

On dit que f admet ¢ pour limite en a si

Ve>0,In>0,VxeD, |lx—alg=sn=|lf(x) - {lr<e.

On dit aussi que f tend vers £ en a ou que f(x) tend vers £ quand x tend vers a.

Remarque. A Cette définition n'a de sens (et d’intérét) que si a est adhérent a D.
En effet, dans le cas contraire, on pourrait trouver un réel 7 tel qu’aucun élément x de D ne vérifie || x — al g < 7...

C’est comme si on cherchait a calculer la limite de la fonction In en a = —2. Le réel —2 n’est pas dans 1’adhérence de ]0; +oo[!




Proposition IV.1.2 (Unicité de la limite).
On reprend les notations de la définition précédente. Soient ¢ et ¢' deux éléments de F.
On suppose que f admet € et ¢ pour limite en a. Alorsona ¢ =?¢'.

On dit alors que ¢ estla limite de f en a. On note li(rlnf =/ ou chil%f(x) =/{ ou f(x) v l.

Remarque. (1) La définition précédente est la méme que pour la limite finie d’'une fonction réelle (vue en premieére
année), en remplacant la valeur absolue par une norme : la norme de E pour mesurer la distance entre x et a,
celle de F pour mesurer la distance entre f(x) et .

(2) & Pour montrer qu'une application f posséde ¢ pour limite en a, on peut montrer que )lcur}l If(x)—¢|lF=0 | par

exemple en montrant que || f(x)—¢||r < g(x) pour tout x € D ou g est une fonction a valeurs réelles telle que )lclrr}l g(x)=0.

Si f est a valeurs réelles, on peut méme trouver deux fonctions u et v a valeurs réelles telles que

limu(x)=limv(x)=¢ et VxeD, ulx) =< f(x) <vx).
X—a X—a

ExempleIV.1.3. On reprend les notations de la définition précédente.
(1) Soitae E.Ona )lCIII}l lx — allg = 0 c’est-a-dire )lcin}Zx = a (limite de la fonction Idg : E — E).
(2) Soit b € F un vecteur fixé de F. Notons f : x — b, fonction constante de E dans F.
Pour tout a € E, on a alors )l(ln}l f(x) = b (limite d'une fonction constante). On peut écrire )lclnzl b=bh.
Remarque. (1) On remarque que la limite d'une fonction est un élément de F. On ne peut généraliser la notion de
limite infinie que dans le cas particulier F = R! Dans ce cas, on peut par exemple écrire que )lcm}; f(x) =4oc0si:
VAeR,In>0,VxeD, |[x—algsn= f(x)= A.
On a alors les mémes résultats et techniques que pour les fonctions définies sur un intervalle de R.

(2) On pourrait également généraliser la notion de limite de f en +oo mais seulement si E = R!

Définition - Théoréme IV.1.4. Soient (E, |.||g) et (F, ||.||r) deux espaces vectoriels normés. Soit D une partie de E.
Soit f: D — F une application de D dans F. Soit @ un point de E adhérent a D.
o Supposons que a € D (f est définie en a).

On dit que f est continue en a si f admet une limite ¢ € F en a. On a alors ¢ = f(a).

On en déduit que f est continue en a si et seulement si lim f(x) = f(a).
X—a
e Supposons que a ¢ D et a€ D. Si f admet une limite £ € F en a, on dit que f est prolongeable par continuité en a.

. fx) si x#a o .
En effet, la fonction x — o est définie sur D U {a} et est continue en a.
si x=a

Si on note encore f cette fonction, on dit qu'on prolonge f par continuité en a en posant f(a) = ¢.

ExempleIV.1.5. Soit (E, ||.[) un espace vectoriel normé.
(1) Les fonctions constantes sont continues en tout point de E.
(2) LapplicationIdg : x— x (de (E, ||.|l) dans lui-méme) est continue en tout point de E.

(3) Lapplication ||, définie de (E, ||.|)) dans (R, |.]) est continue en tout point de E.
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Proposition IV.1.6. Soient (E, ||.|g) et (F ||.| r) deux espaces vectoriels normés. Soit D une partie de E.
Soit f: D — F une application de D dans F. Soit a un point de E adhérent a D.

Si f admet une limite ¢ € F en a (en particulier si f est continue en a) alors f est bornée au voisinage de a, c'est-a-dire :

Jh>0,AMeR,, VxeD, |[x—allgsh= |fx)|lr< M.

Théoreme IV.7 (Caractérisation séquentielle).
Soient (E, ||.Ig) et (F, |l.IlF) deux espaces vectoriels normés. Soit D une partie de E.
Soit f : D — F une application de D dans F. Soit a un point de E adhérent a D.
(1) Soit¢€F.
lim f = ¢ si et seulement si, pour toute suite (u,) nen d éléments de D qui converge vers a, on a lil}_l fluy) =2.
a h—+00
(2) Supposons que a€ D.
[ est continue en a si et seulement si, pour toute suite (uy) nen déléments de D qui converge vers a,
lim = .
ona lim f(up)=f(a)

Le fait que a soit adhérent a D entraine l'existence de telles suites. Sinon ces énoncés n'auraient aucun intérét!

Théoréme IV.8 (Opérations sur les limites/ Théoremes généraux).

Soient (E, ||.Ig), (E |l.Ilr) et (G, |l.llg) trois espaces vectoriels normés.

(1) Soit D une partie de E. Soient f et g deux applications de D dans F. Soit (A1, ;) € K2. Soit (¢1,£>) € F.
Soit a un point de E adhérent a D.

Si f admet ¢, pour limite en a et g admet ¢, pour limite en a, alors A1 f + A2 g admet 1141 + A2, pour limite en a.

(2) Soient Dy une partie de E et Dg une partie de F.
Soit f: Dy — F et g: Dg — G deux applications telles que f(Dy) < Dg. Soit a un point de E adhérent a Dy.

Si f admet b € F pour limite en a et si g admet ¢ € G pour limite en b, alors g o f admet ¢ pour limite en a.

(3) Si les fonctions sont a valeurs dans K, on généralise également les théoremes généraux vus en premiere année pour le
produit et le quotient de limites.

Dans le cas de fonctions a valeurs réelles, on peut méme généraliser les définitions et théorémes relatifs aux limites infinies.

2) Continuité sur une partie

Définition IV.2.9. Soient (E, |.|g) et (F, ||.|| r) deux espaces vectoriels normés. Soit D une partie de E.
Soit f: D — F une application de D dans F.

e On dit que que f est continue sur D si f est continue en tout point de D.

e Si D' est une partie de D, on dit que f est continue sur D' si la restriction de f a D' est continue en tout point de D’

(siD'=D,ona fip = f et on retrouve la définition du point précédent).

 Onnote ¥°(D, F) 'ensemble des applications de D dans F continues sur D.

ExempleIV.2.10. Les fonctions (x, y) — x et (x, y) — y définies de (R?,||.]loo) dans (R, |.]) sont continues sur R2.




Théoreme IV.11 (Opérations entre applications continues/Théorémes généraux).

Soient (E, ||.Ig), (E |l.Ilr) et (G, |l.llg) trois espaces vectoriels normés.

(1) Soit D une partie de E. Soient f et g deux applications de D dans F. Soit (A1, 1) € K2,
Si f et g sont continues sur D, alors A1 f + A, g est continue sur D.

(2) Soient Dy une partie deE et Dg une partiede F.
Soient f: Dy — F et g: Dg — G deux applications telles que f(Dy) < Dg.

Si [ est continue sur Dy et g est continue sur Dg, alors g o f est continue sur Dy.

(3) Si les fonctions sont a valeurs dans K, on généralise aussi les résultats sur la continuité du produit et du quotient.

Exemple IV.2.12. Z@D Par opérations ou D'apres les théoremes généraux, on peut déduire de I'exemple précédent que les

fonctions (x, y) — x2+3xy, (x,y)— et(x,y)— sin(xy) + I-Se“y2 définies de (R?, ||.|loo) dans (R, |.]) sont continues sur R2.

_y
X2+yr+l
ExerciceV.2.13. Soit E un espace préhilbertien (normé par la norme euclidienne associée au produit scalaire).

Soient f et g deux fonctions de I c R dans E continues sur I (R est naturellement muni de la valeur absolue).

En utilisant une identité de polarisation, démontrer que la fonction ¢ : t — (f(#), g()) est continue sur I.

Remarque. % En utilisant la caractérisation séquentielle de la continuité et les résultats des parties précédentes
(en particulier (II.10)), on obtient que toutes les notions relatives a la continuité d’'une application sont inchangées

si on remplace une des normes (|.| z ou ||.||r) par une norme équivalente.

Théoreme IV.14. Soient (E, |.llg) et (F ||.| r) deux espaces vectoriels normés. Soit f : E— F une application continue sur E.
(1) SiB estun fermédeF, alors f~'(B) est un fermé de E.

(2) SiB est un ouvertde F, alors f~!(B) est un ouvert de E.

Exemple1V.2.15. A

Limage (directe!) de 'ouvert ] — 2;2[ par la fonction continue x — x? est [0;4[ qui n’est pas un ouvert.
-T 7
Limage (directe!) du fermé R par la fonction continue arctan est ] 7; 5 [ qui n’est pas un fermé.
ExerciceV.2.16. Soit (E, ||.|l) un espace vectoriel normé.
(1) Montrer que 'ensemble {x€ E |1 < | x| <2} est un fermé de E.

(2) Retrouver qu'une boule ouverte est un ouvert; quune boule fermée est un fermé.

Corollaire IV.2.17. Soit (E, ||.|l) un espace vectoriel normé. Soit f : E— R une fonction continue sur E.
(1) {x€ E| f(x)> 0} est un ouvertde E;

@) {xeE| f(x)=0}et{xe€ E| f(x) =0} sont des fermés de E.

Définition IV.2.18. Soient (E, ||.||g) et (F, ||.]|r) deux espaces vectoriels normés. Soit D une partie de E. Soit f: D — F.

On dit que f est lipschitzienne (sur D) s’il existe k € R, tel que:

V(x,y) D% If() - fFDOIE<klly-xlg.

On dit alors que f est k-lipschitzienne (sur D) ou que f est lipschitzienne de rapport k (sur D).
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Remarque. /@D En utilisant I'inégalité des accroissements finis, on a montré en premiere année que si f est une fonction
réelle dérivable sur un intervalle I et si | f'| < k, alors f est k-lipschitzienne sur I.

2

Par exemple cos et sin sont 1-lipschitziennes sur R. La fonction x — x* n’est pas lipschitzienne sur R

mais elle 'est sur [0; 1] par exemple.

ExemplelV.2.19. Soit (E, ||.|) un espace vectoriel normé. Uapplication | .||, définie de (E, ||.||) dans (R, |.|) est 1-lipschitzienne.

Théoreme IV.20. Soient (E, ||.|g) et (F ||.|r) deux espaces vectoriels normés. Soit f : E— F. Soit D une partie de E.

Si f est lipschitzienne sur D alors f est continue sur D.

ExempleIV.2.21. On retrouve la continuité sur E des applications constantes,

de I'application Idg (de (E, |.|l) dans lui-méme) et de I'application ||.|| (de (E, ||.|l) dans (R, [.])).

V — Cas particulier des espaces vectoriels normés de dimension finie

1) Equivalence des normes

Théoreme V.1 (ADMIS). Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toutes les normes sur E sont équivalentes.

Remarque. K:D Cet énoncé permet de reformuler de nombreux résultats énoncés précédemment sans mentionner la

(Ies) norme(s) utilisée(s) :

3n-2
2n+1 3
¢ Lasuite est une suite bornée de R?. De plus cette suite converge vers | 2 |.
sin(n) 0
n neN
In(n) 2
e La suite de matrices 1 n’est pas une suite bornée.

n neN*
o {(x,y) €eR? | x> + y? < 1} est un ouvert de R?.

e Qestdense dansR.
e (x,y)— xet(x,y)— ysont continues sur R2.

 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie # muni d'une base %8. Pour tout x € E,

on note (xj,...,xy,) les coordonnées de x dans 98. Pour tout i € [1; n], 'application E — K est continue sur E.

X+— Xi
Par exemple, les applications z — Re(z) et z— Im(z) sont continues sur C.

e On appelle fonction polynomiale a n variables toute combinaison linéaire de fonctions de la forme :

K" — K

a a,
(X100 X)) — XXy

oll ay, ..., a, sont des entiers naturels. Par exemple (x, y, z) — 2x%y> + 4xyz — yz° est polynomiale a 3 variables.
Les fonctions polynomiales sont des fonctions continues sur K" (par opérations).

2
o (x,¥)— sin(xy)+3e**Y" est continue sur R?.




Définition V.1.2. Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Soit % = (e)<k<p une base de F.

(1) Soit (1) zen une suite d’éléments de F.
Pour tout 7 € N, notons (u}l,..., u’,i) les coordonnées de u;, dans 9. On définit ainsi p suites (u}l)ne,\., e (uZ)neN

appelées suites coordonnées de (1) ,en dans la base .

Les suites coordonnées sont des suites numériques (a valeurs dans K).

(2) Soit E un espace vectoriel. Soit f : E— F une application de E dans F.
Pour tout x € E, notons (f1(x),..., fp(x)) les coordonnées de f(x) dans 28. On définit ainsi p fonctions fi, ..., fp

appelées fonctions coordonnées de f dans la base %.

Les fonctions coordonnées sont des fonctions a valeurs dans K.

Théoreme V.3. Soit (F,|.||r) un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit 28 = (ex) << p une basedeF.

(1) Soit (uy)nen une suite d'éléments de F.

La suite (uy,) neN €St convergente si et seulement si ses suites coordonnées dans 98 sont convergentes. Dans ce cas, on a :

p
lim u,= ( i k) .
k=1
(2) Soit (E, ||.|g) un espace vectoriel normé. Soit D une partie de E. Soit f : D — F. Soit a un point adhérent a D.
Lapplication f posséde une limite ¢ € F en a si et seulement si ses fonctions coordonnées possedent chacune une limite
finieen a. On a alors :
p
¢=lim f = (1 ) ex.
lim f(x) = ) |lim fi(x)) ek
k=1
(3) Avec les notations du point précédent, f est continue en a (respectivement sur D) si et seulement si ses fonctions

coordonnées dans la base 9 sont continues en a (respectivement sur D).

ExempleV.1.4.

(1) Lapplication (x,y) — (2x+ 3y, x —4y) est continue sur R? car ses fonctions coordonnées sont polynomiales (a deux

variables).

n+l
X3+ +2X2+X—ln(n+1)e‘".
n

n
Montrer que la suite de polynémes (P,) ;e converge et calculer sa limite.

sin(n)

(2) Pour tout n €N, on note P, =

1 0 O
1
(3) Notons D = 3 0 1 0].Montrer que la suite de matrices (D"),en converge et calculer sa limite.
0 0 2

(4) Justifier que I'application (r,0) — (r cos(8), r sin(@)) est continue sur R2.

Théoreme V.5 (ADMIS - Théoréme des bornes atteintes).
Soit (E, ||.|l ) un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit C une partie non vide, fermée et bornée de E.
Si f est une fonction définie et continue sur C et a valeurs réelles, alors f est bornée et atteint ses bornes, autrement dit :

ilexisteae C etbe C tels que f(a) = inf f(x) et f(b) =sup f(x). En fait: f(a) = min f(x) et f(b) = max f(x).
xeC xeC xeC xeC

Remarque. Ce théoreme généralise le résultat de premiere année sur I'image d’'un segment par une fonction continue a

valeurs réelles.
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2) Continuité des applications linéaires et multilinéaires

Lemme V.2.6. Soient (E,|.llg) et (F|.llr) deux espaces vectoriels normés. Soit f une application linéaire de E dans F.

Soit k € R.. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(1) f estk-lipschitzienne:¥Yx€ E,VyeE, If())—fXlr<klly—xlEg;

(2) pourtoutx€E, | f(X)|F<klxlEg.

Théoréme V.7. Soient (E,|.llg) et (F |l.llF) deux espaces vectoriels normés. On suppose que E est de dimension finie.

Soit f une applicationlinéaire de E dans F. Alors f est lipschitzienne donc continue sur E.

ExempleV.2.8. On retrouve par exemple que (x, y) — x et (x, y) — (2x + 3y, x — 4y) sont continues sur R?.

ExempleV.2.9. Si E n'est pas de dimension finie, il n’y aucune raison qu'une application linéaire soit continue.

Considérons par exemple E = %'([0;1],R) muni de la norme .l etla forme linéaire f : E — R définie par :

Yu€eE, f(u)=u(0).

C . sin((n+1)1) ) ~
En considérant les fonctions v, : t — — Va1 montrer que f n'est pas continue en 0 (la fonction nulle).
n

Exercice V.2.10 (Norme subordonnée - Exercice classique).

Soit (E, ||.II) un espace vectoriel normé de dimension finie non nulle. On note S={x € E | || x|| = 1}.
(1) Soit f e Z(E).

(a) Montrer quel’ensemble {|| f(x)]l, x € S} posseéde une borne supérieure et qu’il existe xo € Stel que || f (xp) | = sup [l f (xX) I
X€S
Dans la suite, on notera ||| f||| = sup || f (%)l
XeS

(b) Montrer que f est ||| f|||-lipschitzienne, c’est-a-dire : Vx € E, [ f(xX) Il < [l flll. Nl xIl.

(2) La question précédente permet de définir I'application |||.|||: £L(E) — R,
f — IIfIll
(a) Montrer que ||[.||| est une norme sur E. On I'appelle norme subordonnée a |.|.

(b) Démontrer que, pour tous f et g dans ZL(E) : || foglll < I fllI.IIgllI.



Définition V.2.11. Supposons n = 2. Soient n espaces vectoriels notés Ej, ..., Ej. Soit F un espace vectoriel.
Soit f une application de E = E; x --- x E;, dans F.

On dit que f est linéaire par rapport a chacune de ses variables ou n-linéaire si,

pour tout j € [1; n], pour tout A € K et toutes familles de vecteurs (u1, uz, ..., Ujy... uy) € E et (ul, Uy, ..., u;.,..., un) €E:

f(ul,uz,...,ﬂluj+u},...,un)=)Lf(u1,u2,...,uj,...,un)+f(u1,u2,...,u;-,...,un).

Exemple V.2.12. Dans cette définition, il faut comprendre que f est linéaire comme fonction d'une variable, toutes les
autres étant considérées fixées. On peut donner quelques exemples :
« Soit E un espace vectoriel de dimension n € N* muni d'une base 4.
Lapplication detg de E” dans K (déterminant d'une famille de n vecteurs de E dans la base %) est n-linéaire;
« le produit scalaire (x, y) — (x, y) d'un espace préhilbertien E est une application bilinéaire définie sur E x E;
« l'application (A, B) — AB (produit matriciel dans E = .4, (K)) est une application bilinéaire définie sur E?;

 l'application (1, x) — Ax est une application bilinéaire définie sur K x E a valeurs dans un espace vectoriel E.

Théoréeme V.13.
Supposons n = 2. Soient n espaces vectoriels normés notés (Ey, ||.|lg,), ..., (En, ||.Il,), tous de dimension finie.

Soit (F, |.IlF) un espace vectoriel normé.

(1) Si f estune application n-linéaire de E; % --- x Ej, dans F, alors il existe k € R, tel que:
Y(x1,...,%p) € Ey X - X Ep, | f(x1,.., Xp) | < Kllx1ll gy % -+ X 1%l g, -

(2) Toute application n-linéaire de E; x --- x Ej, dans F est continue sur Ey x --- x Ep,.

ExempleV.2.14.
(1) Soit E un espace vectoriel de dimension n € N* muni d’'une base 98. L'application detg est continue sur E”.
(2) Soit (E, {.,.)) un espace euclidien. Lapplication (x, y) — (x, y) est continue sur E2.
(3) Soit n e N*. On note E = ./, (K). Lapplication (A4, B) — AB est continue sur E?.

(4) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. L'application (1, x) — Ax est continue sur K x E.

Proposition V.2.15. Soient p, q et r trois entiers naturels non nuls.
(1) Soit A€ My 4(K). Lapplication M — AM est une application linéaire sur 4., (K) de dimension finie donc continue.

(2) SoitB € My (K). Lapplication M — MB est une application linéaire sur 4, 4(K) de dimension finie donc continue.

) 1 0 O
ExerciceV.2.16. Notons D = P 0 1 0f.
0 0 2

Soit P € GL3(R). On note M = PDP~!. Démontrer que la suite de matrices (M™) ,en converge et déterminer sa limite.

Proposition V.2.17. Soit n € N*. Lapplication M — det(M) est continue sur 4, (K).

ExerciceV.2.18. Soit p = 2. On note E = ./, (R). Démontrer que GL,(R) est un ouvert dense de E.




