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Signaux
Rappels sur les fonctions sinusoidales
Valeur moyenne et valeur efficace

Rappels sur les fonctions sinusoidales

Un signal sinusoidal s'écrit:

e(t) = emcos(wt + ) = em cos(2nft + )

e e, est I'amplitude du signal,
e w est sa pulsation, f sa fréquence et T = % = %“ sa période
temporelle,

e ( est sa phase.

D. Charrier Filtrage



Signaux

Rappels sur les fonctions sinusoidales
Valeur moyenne et valeur efficace

Le déphasage entre deux signaux de méme pulsation w est lié au
temps de retard entre les deux signaux par la relation:

w2 — 1 = w(ty — t2) J

s(t)
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Signal complexe

Le signal complexe s(t) associé a s(t) s'obtient en remplagant
cos(...) par €. Ainsi, on peut écrire:

e(t) = eme/ @) = ¢ oWt

avec e,, = e,,¢/¥ I'amplitude complexe du signal de tel sorte que:

€m = ‘9m| et ¢ = arg(gm)

L'intérét d'introduire les complexes est de remplacer les opérations
de dérivation et d’'intégration par des opérations simples :

%(t) = jws(t) et /dtS(t) = ﬂ

Jw
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Valeur moyenne et valeur efficace

La valeur moyenne d'un signal périodique de période T vaut:

< e(t) >= 71_/(T) e(t)dt

On rappelle que:
1
< cos(wt + @) >=0et < cos’(wt + @) >= 5

La valeur efficace d'un signal vaut:

Eoff = <e2( 1//

On en déduit que pour un signal sinusoidal:

_ Em
V2
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Décomposition de Fourier Définition
Spectre

Décomposition de Fourier

Toute fonction périodique de fréquence f peut se décomposer en
une somme de sinusoides appelée série de Fourier:

+o0
e(t)= G + Z C cos(2mnft + @)
n=1

N

ou:

e (p est la composante continue du signal ("offset”). Elle
représente la valeur moyenne du signal,

e |'harmonique n = 1 est appelée fondamentale.
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Décomposition de Fourier Définition
Spectre

Théoreme de Parceval

La valeur efficace du signal et I'amplitude des harmoniques vérifie
le théoreme de Parseval:

2 2 c
e = Co +27n
n
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Décomposition de Fourier Définition
Spectre

Spectre: définition

Le spectre d'un signal est la représentation de la valeur absolue des
coefficients | C,| en fonction du rang n ou de la fréquence f.

/ frequency

time
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Décomposition de Fourier Définition
Spectre

Exemple 1: Signal purement sinusoidal f = 1Hz

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 100

e(t) = 2,5 cos(2rft)

IC
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Décomposition de Fourier Définition
Spectre

Exemple 2: Signal sinusoidal a valeur moyenne non
nulle

Voffset

y(t)
-

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

e(t) = 14-2,5 cos(2rft)

IC.

~f

Une valeur moyenne est représentée par une barre a la fréquence
nulle.
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Décomposition de Fourier Définition

Spectre

Exemple 3: Signal contenant deux harmoniques

| —— T, = 1/5F
£ 01 10
-5 4 \/ T1 =
41t00 40t75 —0250 ~0125 0.(‘)0 0:25 OAISO 0.‘75 LEJO
e(t) = bcos(2rft)
+3 cos(275ft) _
G
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Décomposition de Fourier Définition
Spectre

Exemple 4: Signal créneau impair

La décomposition de Fourier d'un signal créneau impair s'écrit
(formule hors-programme):

4F X _
e(t) = Voftset + > 5 1 SN2k + 1)2rft)
k=0

@ Toutes les harmoniques de rang pair sont d'amplitude nulle.

@ Pour n impair, les coefficients de Fourier sont égaux a:

AE
Co=—

m™n

7 4 pY s
@ Les déphasages sont tous égaux a —7.
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Définition
Spectre

Décomposition de Fourier

Le spectre d'un signal carré ressemblera a:

A

[e

[
-~
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Décomposition de Fourier Définition

Spectre

On peut aussi essayer de "reconstruire” la décomposition de
Fourier en ajoutant petit a petit les harmoniques:

e(t) = %cos(27rft)

1254
1.00 4
0.75
0.50
0.25 -

0.00 -

T T
0.96 0.98 1.00 1.02 1.04

1.0
0.5 1
0.09
—0.5

~1.01
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D. Charrier Filtrage



Décomposition de Fourier Définition

Spectre

On peut aussi essayer de "reconstruire” le signal créneau en
ajoutant petit a petit les harmoniques:

e(t) = %(sin(27rft) + %sin(67rft))

1.254
1.00 4
0.75
0.50 -
0.25 4

0.00

T T T T T T T T T
-1.00 —-075 -050 -0725 0.00 025 0.50 075 1.00
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Décomposition de Fourier Définition

Spectre

On peut aussi essayer de "reconstruire” le signal créneau en
ajoutant petit a petit les harmoniques:

e(t) = (sin(2nft) + %sin(67rft) + ésin(lwat))

1254
1.00 4
0.75
0.50
0.25

0.00 I

T T T T
-1.00 -0.5 -0.50 -0.25 0.00 025 050 0.75 100
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Décomposition de Fourier Définition

Spectre

On peut aussi essayer de "reconstruire” le signal créneau en
ajoutant petit a petit les harmoniques:

4 1 1 1 1
e(t) (sin(27rft)+§ sin(67rft)+g sin(107rft)+? sin(147rﬁt)+6 sin(187f

s

1254
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0.75
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0.00 - I l

1.0

0.5 4

0.0 4

-0.5 1

-1.0

T T T T T
—1.00 —-0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
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Décomposition de Fourier Définition

Spectre

On peut aussi essayer de "reconstruire” le signal créneau en
ajoutant petit a petit les harmoniques:

50

4 1 .
E(t) = ; Z m S|n(27rnft)

1254
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Décomposition de Fourier Définition
Spectre

Exemple 4: Signal triangulaire impair

Sa décomposition s'écrit (formule hors-programme):

+o00 1

8E
e(t) = Voffset — o ;J m

sin((2k + 1)27ft)

@ Toutes les harmoniques de rang pair sont d'amplitude nulle.

@ Pour n impair, les coefficients de Fourier sont égaux a:

_ 8E

C.— °F
" n?

7 74 pY s
@ Les déphasages sont tous égaux a —7.

D. Charrier Filtrage



Décomposition de Fourier Définition
Spectre

Comparaison des spectres des signaux carrés et triangles

|C.l

>/

Plus un signal admet des variations brusques, plus les harmoniques
de rang élevée ont un poids important dans le spectre. J
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Filtrage Caractéristiques d'un filtre

Caractéristiques d'un filtre

@ Fonction de transfert:

H— ) 5w

e(t) em

e Gain: s
G:ym:l’

em

e Gain en décibel:
GdB
GaB :20|ogG<:> G =102

e Déphasage introduit par le filtre:
p = arg(H)
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- P "un fil
Filtrage Caractéristiques d'un filtre

Bande passante

La bande passante du filtre définit I'ensemble des fréquences ou
des pulsations telles que:

Gmax
V2

Le gabarit est la représentation graphique des zones autorisées ou
interdites pour le gain du filtre en fonction de la pulsation (ou la
fréquence).

G(f) > <= GgB(f) > G4B max — 3dB

Filtres a connaitre: passe-bas et passe-haut du ler ordre,
passe-bande du second ordre, passe-bas du 2nd ordre.

D. Charrier Filtrage



Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique
Action d'un filtre sur un signal

Action d'un filtre sur un signal sinusoidal

Dans ce cas, seuls changent I'amplitude et la phase du signal:

Gap(f)
0

sm= G(f)em =102
ps = @(f) + e

Le gain G(f) et le déphasage ¢(f) sont calculés:
@ soit a partir de la fonction de transfert,

@ soit en lisant un diagramme de Bode fourni.
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique

Action d'un filtre sur un signal

Le signal de sortie s'écrit donc:

s(t) = G(f)emcos(2ft + e + ©(f))

On distingue trois cas:
e G(f) <1< Gyp(f) < 0: signal atténué,
o G(f) > 1< Ggp(f) > 0: signal amplifié
o G(f) =1<% Ggp(f) = 0: amplitude du signal inchangée.
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique
Action d'un filtre sur un signal

Approche par le calcul

Exemple: soit un signal sinusoidal de fréquence f = 0.3Hz,
d'amplitude E = 2V et de phase nulle:

e(t) = E cos(2nft)

On met ce signal en entrée d'un filtre passe-bas du premier ordre,
de gain statique Hyp = 1 et de fréquence de coupure fy = 1Hz.
Comment s'écrit le signal de sortie?
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique

Action d'un filtre sur un signal
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique

Action d'un filtre sur un signal

Filtrage de signaux sinusoidaux de fréquence ,f=1fet
f = 4fy par un passe-bas de fréquence de coupure f.
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique
Action d'un filtre sur un signal

Action d'un filtre sur un signal périodique quelconque

Le systeme étant linéaire, on peut utiliser le théoreme de
superposition.

@ Si le signal d'entrée admet des harmoniques de fréquence
n x f, le signal de sortie admet aussi des harmoniques de
fréquence n x f.
@ Pour toutes les valeurs de n:
o I'amplitude de I'harmonique est multipliée par G(nf) (gain a la

fréquence n x f),
o I'harmonique est déphasée de p(nf) (déphasage du filtre a la

fréquence n X f).
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique
Action d'un filtre sur un signal

Approche par le calcul

Exemple: soit un signal carré de fréquence f. Sa décomposition de
Fourier s'écrit:

AEXR 1
e(t)=— > T sin((2k + 1)2nft)
k=0

On met ce signal en entrée d'un filtre passe-bas du premier ordre,
de gain statique Hyp = 1 et de fréquence de coupure fy. Comment
s'écrit le signal de sortie?
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Action d'un filtre sur un
Action d'un filtre sur un signal périodique

Action d'un filtre sur un signal
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique
Action d'un filtre sur un signal

Approche graphique

Soit le signal d'entrée:

e(t) = bcos(27t) + 2 cos(2710t)

—0 7

T T T T T
—100 075 —0.50 —0.25 .00 0.25 0.50 0.75 1.00
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique

Action d'un filtre sur un signal

On fait passer ce signal dans un filtre passe-bas du premier ordre
de fréquence de coupure fy = 2 Hz.
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique

Action d'un filtre sur un signal

On fait passer le méme signal dans un filtre passe-haut du premier
ordre de fréquence de coupure fy = 8 Hz.
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique
Action d'un filtre sur un signal

Filtrage passe-bas du signal carré

On peut effectuer la méme chose avec un signal carré de fréquence
f = 1Hz traversant des filtres passe-bas de fréquence de coupure fy
différentes.

1.00 1

0.75 1

0.50

0.25 4

0.00 1

—0.25 -

—0.50 -

—0.75

—1.00 -
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-1.00 -0.75 —-0.50 -0.25 0.00 025 0.50 0.75 100
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique

Action d'un filtre sur un signal

f =1Hz fy, =10 Hz

Si f << fy, les harmoniques sont tres peu coupées et le signal est

tres peu déformé.
f=fy
0.0 T —— 1.0 4
.
"
-5.0 0.5
\ ;
k? -10.0 0.6 g 0.0
-12.5 \
-15.0 \ -0.5
I o
-175 | \
“"“- 00 -1.0
0 10! 102 5 0.50 0.75 1.00

-20.0

0 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 000 0.2

fréquence f
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique
Action d'un filtre sur un signal

f=1Hz fy=1Hz

Si f = fy, le signal est déformé. Les variations brusques sont
atténuées.

f=fy

10
10 \ 050
08 025

§ 20 \ 06 8 0.00
04

-0 —050
35 oz

l o
0 |,

-1.00

1072 1071 10° 10 10? -1.00 -0.75 -050 -0.25 000 025 050 075 100

fréquence f
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique
Action d'un filtre sur un signal

f=1Hz fy=0.1Hz

Si f >> fy, le signal est trés atténué et le signal créneau devient
triangulaire (caractere intégrateur a haute fréquence).

f=fy

0] ———_ 015
12

_10 \ 010
10

-20 0.05
08

& 30 \ 068 0.00

—40 04 —0.05

—s0 I \\ 02 -0.10

60 | "Ih 00 —0.15

1072 107t 10° 10 102 -1.00 -0.75 -050 -0.25 000 025 050 075 100

fréquence f

Si le signal d’entrée possede une valeur moyenne non nulle, seule
cette valeur n’est pas atténuée. On dit que le filtre joue le role
d'un moyenneur.
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique
Action d'un filtre sur un signal

Filtrage passe-bande du signal carré

On peut sélectionner les harmoniques d'un signal carré de
fréquence f = 1Hz avec un filtre passe-bande trés sélectif.

1.00 4

0.75 9

0.50

0.25 1

0.00 4

—0.25 -

—0.50

—=0.75 A

—1.00 +

T T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 0.50 0.75 100
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique

Action d'un filtre sur un signal

Sélection de la fondamentale (fp = f et Q élevé).

“10

/|\

4 A N2
/ |

AN
1/ | N\
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—60

-6
-100 075 —050 025 000 025 050 075 100

frequence f
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Action d'un filtre sur un signal sinusoidal

Action d'un filtre sur un signal périodique

Action d'un filtre sur un signal

Sélection de I'harmonique de rang 3 (fy = 3f et Q élevé).

/ \\ o
T N
|||Ilj

10 10 it i
frequence f
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it -100 075 —050 025 000 025 050 0
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D. Charrier Filtrage



Action d'un filtre sur un signal sinusoidal
Action d'un filtre sur un signal périodique

Action d'un filtre sur un signal

Sélection de I'harmonique de rang 5 (fy = 5f et Q élevé).

0 \ .
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