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Résumé

* Exercice niveau CCP

e Exercice niveau Centrale/Mines-Ponts

o Exercice nécessitant un sens physique particulier.

Conduite forcée pour une installation hydroélectrique

AZ

1. L’écoulement est supposé parfait, le fluide incompressible et le régime per-
manent. On peut appliquer le théoreme de Bernouilli le long d’une ligne de
courant commencant au niveau de la surface libre du lac jusqu’a I’embouchure
du tuyau (figure ci-dessus) :

1 1
Pr+pgH+ Epv% =Py+0+ Epvf\

La surface libre et ’embouchure ! sont en contact avec I’atmosphere, donc
Pr = Py = Py. Par ailleurs, la surface du lac restant constamment a la méme
altitude, on a vg =~ 0. On en déduit :

va = /28(zE —2a) = \/2gH = 56m.s~!

2. Le débit volumique dans la conduite étant constant et la section du tube ne
variant pas, la vitesse ne peut pas varier dans la conduite : veong = v4. Le
théoreme de Bernoulli le long de la conduite impose donc :

1. Pour I’embouchure, cela devrait étre précisé plus clairement dans I’énoncé !

P(z) +pgz = cste (dans la conduite)

C’est la méme formule qu’en statique. Elle reste valable ici car vopg = cste. On
détermine la constante en utilisant la valeur de la pression en z = 0 (cste = Fp).
D’ou:

P(z) =Py —pgz

Le phénoméne de cavitation prend place quand P(z) ~ 0, soit z = % ~ 10m.

. Les conditions du théoreme de Bernoulli entre la surface libre du lac et la

sortie de I’injecteur n’ayant pas changé, on a toujours vg = /2gH. Par contre,
le resserrement de 1’injecteur créé un effet Venturi inversé : en A, la vitesse a
diminué et la pression a augmenté. En utilisant la conservation du débit, on
trouve que la vitesse dans la conduite vaut maintenant :

d2

=~ < Vcond

/ _
Veond = VS D

L’injecteur fait donc baisser la vitesse dans la conduite. Le théoréme de Ber-

noulli entre I’entrée et la sortie de I’injecteur permet de déterminer la nouvelle
pression Py en A :

1 |
Ph+ 5 PVeond® = P+ 5PV
/ d!

Par ailleurs, on a toujours le long de la conduite :

P'(2) +pgz = cste



avec cette fois cste = PA, soit :

d4
Il y aura cavitation quand :

P 4
Z:0+H(1_d4>
Pg D

La conduite ne sera pas détériorée si z > H — Hy ce qui donne apres calcul :

1
P Hp\*
d <dy avec do:D(ng—i—Ho> = 13cm

. On prend d = 15 cm (donc il y a cavitation au début de la conduite...). La

. yre _ _ 2 _
vitesse d’éjection vaut vg = 56m.s I Le débit vaut 0, = vsn% = lkg.m 3,
La puissance cinétique du jet vaut :

1
Pe=eDn= EVEPQV = denan

Etude simplifiée d’un barrage

. On souhaite utiliser le diagramme de Moody. On calcule donc le nombre de
Reynolds R, = pTLV =2.10°. Avec une rugosité relative de &, = % =3,3.107%,

une lecture graphique conduit 2 A ~ 1,5.1072. Donc les pertes de charges
régulieres par unité de longueur valent :

ApV2L

APreg = =4,7.10*Pa

2

ce qui correspond, pour g = 10m.s~~, a une différence de hauteur d’eau de 4,7

metres.
. En appliquant la formule de pertes de charges singulieres :

2
APeote = K— = 9,7.10°Pa
ce qui correspond, pour g = 10m.s 2, 4 une différence de hauteur d’eau de 97
cm. La perte de charge singuliere (qui se créé sur une distance de 1’ordre du
metre) est de I’ordre de 20% de la perte de charge réguliere (qui se créé sur
une distance de 1,5km).

>
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. On applique la non-conservation de I’énergie mécanique sur une ligne de cou-

rant entre A et B ("théoréme de Bernoulli en présence de pertes de charges”) :

1 1
<PB + 5P+ png) - (PA + 5PV +ngA> = —APieg — APeoude

On en déduit : [ P4 = 90, 7bar |.

Si on applique un bilan d’énergie entre B et C (ou "théoréeme de Bernoulli avec
échange de travail”), on obtient :

1
Py— (PB+ 2PV%;> = —NPnDy

On isole P, pour trouver :

By =

1 2
Pp+ = —Py | =171IMW
nD, < B+2PVB 0)

Clapet a eaue

On définit d’abord le systeme fermé (X*) étudié :

— alinstant ¢ il contient la plaque, le fluide situé entre A’ et les bords de la
plaque et la masse 1 contenue entre A et A’.

— alinstant ¢ +dt, il contient la plaque, le fluide situé entre A’ et les bords
de la plaque, et les masses 2 et 3 qui sont sorties entre ¢ et ¢ + dr.

On évalue ensuite le moment cinétique suivant I’axe A du systeme étudié :
— Aladatet : Lyy+(t) = Lplaque+eau(t) + Smhvy,
— Aladater+df : Ly s+ (t +dt) = Lplaque+ean (f +df)

Les moments cinétiques des masses 2 et 3 sont négligeables.

Remarque : pour calculer le moment cinétique par rapport a un axe A d’une
petite masse m se déplagant a la vitesse V, on peut utiliser la définition du
moment cinétique pour un point matériel ou bien utiliser le théoreme du bras
de levier. Pour le moment cinétique, il s’écrit :

Ly = £d(v)ml|V]]

ou d(V) est la distance entre la droite d’action du vecteur ¥ et 1’axe de rotation.




Enfin, on effectue un bilan des moments et des couples s’exercant sur le
systeme. Seul le poids de la plaque intervient ici (la liaison est supposée idéale,
et, la pression étant uniforme, la résultante des moments des forces de pression
est nulle). Le théoreme du bras de levier donne alors :

M\(P) = —%Mg[sin(x

L’application du théoreme du moment cinétique en régime permanent donne
donc :

2 [,Lshv%
Mgt

1
—Dphvy = —EMgﬁsina =sino =

On note que la dépendance en vg ou en & est conforme a notre sens physique,
s’ils augmentent, o augmente. De méme pour M et {.

. Par conservation du débit, on a la premiere relation :
evy = exav) +e3v3

Le théoreme de Bernoulli sur une ligne de courant implique que :

1
P+ugz+ E,uv2 = cste

Si on néglige I’influence de la pesanteur, sachant que la pression est uniforme
dans le systeme, on en déduit que v = cste. On a donc e = e + e3. On applique
maintenant un bilan de quantité de mouvement au systeme fermé X* formé
uniquement par I’eau. En notant X le systeéme formé de 1’eau situé entre A’ et
les bords de la plaque, on a :

— Aladater : pyx(t) = px(t) + Smvp,
— Aladate t+dt : py~ (t erl) = ﬁz(f ert) + (51’}12\72 + 5m3173),
Les forces appliquées au systéme sont :

— la force de réaction exercée par la plaque sur ’eau : ﬁplaque —eau- L€
fluide étant parfait, il n’accroche pas a la paroi (pas de frottements). La
force de réaction n’a donc pas de composante tangentielle est elle est
dirigée suivant le vecteur —7i.

— la force exercée par la pression atmosphérique Fp. En utilisant le fait
que la résultante des forces de pression sur une surface fermée est nulle
lorsque la pression est uniforme (cf statique des fluides), on en déduit
Fp = —PylLii.
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— le poids du fluide est négligé.

Le bilan de quantité de mouvement appliqué au systeme en régime permanent
donne donc :

Omyvy + Sm3vy — Smvy = Folaque—eau — PylLii
La projection de cette relation sur 1’axe # donne :
er—e3+tesina =0

On en déduit : B B
er==(1+sina) e3==(1—sina)
2 2
L’épaisseur ez est supérieure a e;, ¢’est logique car le fluide de la partie 2 a
subi une plus grande variation de quantité de mouvement que celui de la partie
3, car il rebroussse chemin ! Attention, ce n’est pas ici un effet de gravité, que
I’on a négligé !

Perte de charge singuliére dans un écoulement

. Notons Sy la surface latérale du volume de contrdle. Les forces de pressions

s’exercant sur cette surface valent :

ﬁ:Plslﬁx—stzﬁx—// Pas
. Slal

La derniere intégrale (n.b les vecteur dS sont orientés dans le sens sortant) peut
se calculer en “fermant” la surface latérale :

// Pl(ﬁ—PlSlﬁx + P Syil, = 6
Shat

On en déduit :
F = (P — P,)Syiiy

2. En effectuant un bilan classique de quantité de mouvement, on trouve :

Dy —V1) =F = F = Dy (va — v )iy

3. En identifiant les deux expression, on en déduit :

1 s2 s
P—P = szgm(\gfvl) :[JV% (Sé — S;)
2



La perte de charge totale entre I’entrée et la sortie s’écrit :

I U 1, 1, S\
AP*P1+§HVI*P2*§NV2* EIJ,VI <152)
(Attention a la notation AP qui ne dénote pas une différence de pression mais
bien une différence de perte de charge). On retrouve 1’expression de la perte
de charge singuliere en présence d’un élargissement brusque fourni dans le
Powerpoint.
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