PSIDS 3 X -ENS : Le 23/11/25

Notations

Dans tout I’énoncé, on adopte les notations suivantes :

— Si E et F sont deux ensembles non vides, alors E x F' désigne 1’ensemble de tous les
couples de la forme (z,y) avec z € E et y € F. Si k > 1 est un entier, on note E*
lensemble des k-uplets (z1,- -+ ,z) avec x; € E pour 1 < i < k.

— Pour tout entier d > 1, (.|.) désigne le produit scalaire canonique sur R? défini par
d
Vz = (xh U 7md) € Rd7vy = (yly T 7yd) € Rd7 <$|y> = leyz
i=1
On note || - || la norme associée définie sur R? par :
d
Vz = (1‘1, ey iig) € Rd’ i[mH = (Z I?)1/2,
i=1

On note (e, -+ ,e4) la base canonique de R%.
— Si E est un ensemble non vide et g une application de E dans R, on note ing g(z) la
ze
borne inférieure de 'ensemble non vide g(E) défini par

g(E) :={y€R |3z € FE tel que y = g(x)}.

On rappelle que cette borne inférieure est bien définie si g est minorée sur E, c’est-
a-dire s’il existe un nombre réel m tel que

Vz € E, g(z) = m.
De méme, on note sup g(z) la borne supérieure de g(E). Cette borne supérieure est
bien définie s’il exiszteeEun nombre réel M tel que

Vz € E, g(z) < M.

Si f1 et f sont deux fonctions de E dans R, on note min(fi, f2) la fonction de E
dans R définie par

Vo € E, min(fi, fo)(z) = min(fi(2), fo(z)).

— Sid>1 est un entier, f : R? — R une fonction et K > 0 une constante réelle, on dit
que f est K-Lipschitzienne si

V(z,y) R xRY, |f(z) - f(y)| < Kllz —y].-

On dit que f est Lipschitzienne s'il existe une constante réelle K > 0 telle que f est
K-Lipschitzienne.

On note B(R?, R) I'ensemble des fonctions bornées de R? dans R. Pour toute fonction
f € B(R%R) on pose
|floo = sup |£(z)].
z€Rd

Dans toute la suite, d désignera un entier naturel non nul.
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Partie I : approximation par des fonctions Lipschit-
ziennes

Dans toute cette partie, € et a désignent deux nombres réels avec € > 0 et o > 1.
Si h : R? = R est une fonction minorée, on définit, sous réserve d’existence, la fonction
T.h : R* — R par

Vo €RY (Th)(@) = inf (h(y) + -y — o).

1. Soit & : R? — R une fonction minorée. Montrer que la fonction T.h est bien définie

sur R? et que
vz € R, (Tih)(z) < h(z).

2. Soient h; et hy deux fonctions de R? dans R minorées. On pose H = min(hy, hy).
Montrer que T.H est bien définie sur R? et que T.H = min(T.hy, Tohs).
Indication : pour prouver cette derniere identité, on peut d’abord montrer que
T.H < min(T.hy, T-hy).

3. On suppose dans cette question uniquement que o = 2. Soit g : R* — R la fonction
définie par

vz R’ g(z) = lz|*

Calculer (T.g)(z) pour tout z € RY.
Indication : pour = € R fixé, on peut décomposer tout vecteur y € R? sous la forme
y = Az +y, avec A un nombre réel et y, un vecteur orthogonal a z.

4. On suppose ici uniquement que o = 1. Soit A : R — R une fonction minorée.
(a) Montrer que T.h est 1-Lipschitzienne.
(b) Montrer que T.h = h si et seulement si h est 1-Lipschitzienne
(c) On se place dans le cas ol h(z) = ||z pour tout z € R%. Montrer que

Vz € RY, (T.h)(z) = min(1, é)||;r||

(d) Soit £ : R? — R la fonction définie par : £(z) = min(l, ||z||) pour z € R%
Exprimer (7.¢)(z) en fonction de ¢ et x pour tout z € R<.

On revient désormais au cas général ou o > 1. Dans toute la suite de cette
partie, f € B(R% R) est une fonction fixée.

5. Montrer que T.f € B(R%, R) et que |T.f|oo < | floo-
6. Soit 2 € R% On pose

Aw) = fy € R | f(0) + -lly — 2" < S@)}.
Montrer que A(z) # 0, que
Vy € Az), lly — 2l < (2elflo) /.
et que

N = inf (f6) +lly = =],

inf
yEA(z)
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7. On suppose dans cette question que f est continue. Montrer que pour tout z € R,
il existe 1, € R? tel que

|
(Tef)(@) = () + Zllye — 2l|*.
8. Montrer que pour tous = € R et y € R% on a

1 [e3
1F®) = F@)] < 1T = floo + <y =l
9. On pose ici et dans toute la suite, sous réserve d’existence,

Vre[0,+oof, wp(r)= sup [f(z) - f(y)l,

(z,y)€Bo(r)

By(r) = {(z,y) eR*x R*| [z —y|| <7}
Démontrer les deux assertions suivantes

(a) Pour tout réel r > 0, wy(r) est bien défini et
1
wf(r) < ITef = Floo + 11

(b) La fonction r € [0, +oo[— wy(r) est croissante.
10. Montrer que
ITef — floo S wp(re) oltre = (25|f|00)1/a~
11. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La suite de fonctions (T}/nf)n>1 converge uniformément vers f.

(i) tl_l,%i we(t) = 0.

Partie II : fonctions concaves

On dit que f : R — R est concave si pour tous z,y € R% et A € [0, 1],
Y

fz+1=Ny) 2 AMf(2) + (1 =N f()

On dit que f est convexe si —f est concave.

Dans la suite, f sera une fonction concave de R? dans R.

12. Soit fy une autre fonction concave de R dans R. Montrer que f + fo et min(f, fo)
sont concaves.

13. Montrer que pour tout entier n > 2, sizy, -+ ,x, € Riet A,--- , A, € [0, 1] vérifient
n

> A =1, alors

i=1

f(zn: M) > i)\,—f(xi).
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14. Soient z # z deux points distincts de R“ et A €]0, 1]. Un pose y = Ax + (1 — A)z.

Montrer que
f(z) - f(y) fly) — f(z)
5 < fle) = fl2) < = —

15. Soit M > 0 un réel fixé. On note Xy, --,Xoa les 2¢ éléments de {—M, M}?
(énumérés dans un ordre arbitraire).

(a) Montrer que pour tout z € [—M, M]?, il existe Ay, -+, A € [0,1] tels que

od od
1=1 i=1

Indication : on peut procéder par récurrence.

(b) Montrer qu'il existe une constante réelle D < 0 telle que :
Vz € [-M, M), f(z)— f(0) > D.
(c¢) En déduire que
vz € [-M, M), |f(z) - £(0)| < |D|.
Indication : on peut observer que 0 = iz + 1(—z) pour tout z € [-M, M]*

(d) En déduire que pour tous z,y € [, )d

DRI on a

7@~ )l < 22z —y.

Indication : on peut considérer un point z = y+t(y — =) avec t > 0 un nombre
réel convenablement choisi.

(e) Montrer que f est continue sur R?.
16. Soit C' C R%! un ensemble convexe fermé non vide et Y € R4+,
(a) Montrer qu'il existe Yy € C tel que
VXeC, [¥-Y|<|Y-X|
(b) Montrer que
VX €C, (Y — Y| X — Yo) < 0.

(¢) En déduire que Yy est unique.

17. On note Ef = {(z,y) € R? x R | y < f(z)} € R¥L. On fixe dans la suite de cette
question z, € R? et un nombre réel £ > 0.

(a) Montrer qu'’il existe un unique X, = (z.,y.) € Ef tel que
VX € By, (2 f(z) +€) = Xe|| < I, £(2) + ) = X].

(b) Montrer que y. = f(z).
(c) On pose désormais a(e) = f(z,) — f(z.) + . Montrer que

Vz € RY, (z — 2, | 2y — ) + ||z — 2|2 + a(e) (F(z) ~ f(z.)) < 0.
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(d) En déduire les deux inégalités

0 <a(e) <e,
2. = zell <

N ™

(e) On suppose dans cette question que e €]0, 1]. Montrer qu'’il existe une constante
Ky dépendant uniquement de f et de z,, et indépendante de ¢, telle que

llz« — ze|l < Ko.

L
ale)

18. Soit (un)nso une suite réelle vérifiant : Vn > 0, |u,| < Ko.
On définit les suites (an)ns0 €t (bn)nso de la maniére suivante :

i (l():—Koetb():Ko
— pour tout entier n >0 :
- si l'ensemble {k € N | uy, € [a,, %]} est infini alors
an + bp

Ap4+1 = Qn et bn+1 = .

2

- sinon
an + bn

n4+1 = et bn+1 = bn

(a) Montrer que ces deux suites (an)n>0 €t (bn)n>o0 sont adjacentes.

(b) Montrer que pour tout entier n > 0, 'ensemble {k € N | uj, € [an,,b,]} est
infini.

(c) En déduire qu'’il existe une suite extraite (uy(n))nz0 qui converge.

19. Montrer Pexistence d'un vecteur p, € R? tel que
Vz e RY, f(&) — f(2.) < (pu| 2 — 2.).

Indication : on peut considérer les éléments de R?

1
Pn =
a(y)

(x1 —z,), pour n>1.

20. Déterminer toutes les fonctions g : R — R qui sont & la fois convexes et concaves.
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