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TD 1 : Suites et séries numériques

Fondamentaux de base : EX 1, 2, 7, 8, 17.
Grands classiques d’approfondissement et/ou méthodes a retenir : EX 6, 14, 15.

Exercice 1 : Etudier la nature de séries
Déterminer la nature des séries de terme général :
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Exercice 2 : Convergence et calculs de sommes
Vérifier la convergence des séries suivantes et calculer leurs sommes :
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Exercice 3 : Calcul de la somme de la série harmonique alternée.
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1. En utilisant — = / t*=1dt, montrer que Z L = / #dt.
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2. En déduire la convergence et la somme de la série Z (_—

n
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Exercice 4 : Terme général comportant un parametre :
Soient a un réel quelconque et u,, = (e — (1 + %)”)“

1. Etudier la convergence de la série de terme général wu,,.
2. Etudier la convergence de la série de terme général (—1)"u,.

Exercice 5 : Lien suite série

Soit o > 0. On considere la suite (uy,)nen+ définie par u; > 0 et pour tout n € N* : w, 1 = u, + —.
nuy,
Montrer que la suite (u,)nen converge si et seulement si o > 1.

Exercice 6 : Lien suite-série
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Montrer qu’il existe C' € R tel que Z bt =n+
k=1

Exercice 7 : Comparaison série-intégrale

_\"n 1 A S e
Pour a > 1, on pose S, = ;e et Ry =) ;" | 7=
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Montrer que R, ~ ———-—. Etudier la convergence de > Bn gelon a.
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Exercice 8 : Comparaison série-intégrale

Déterminer un équivalent de : Z
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Exercice 9 : Convergence absolue ou séries alternées
Etudier la nature de la série de terme général :
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Exercice 10 : Résultats abstraits

Soit E u, une série convergente a terme positifs.

u u
Montrer que les séries Zui, Z " et Z — convergent.
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Montrer que si (u,),en n’est plus supposée positive, Z ui peut étre divergente.

Exercice 11 : Utilisation du théoréme sur les séries alternées

Calculer lIim ’ Z -~
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Exercice 12 : Calcul classique
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En admettant Z — = % calculer Z E puis Z CEESIE

Exercice 13 : Ser1e exponentlelle

En appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a l'ordre n entre 0 et x (pour z € R) a la

+oo l’n +oo (_ )n
fonction exponentielle montrer que E —~ = e”. Exemple : calculer g T
n! n!

Exercice 14 : Séries de Bertrand

Soient

1

a et f € R et des séries de la forme Z W
ne n

1’L

In(n 1
. Etudier la nature des séries suivantes :
Z n? ln Z nZZQ Vvnln(n)

On suppose a > 1 et f € R. En utilisant une comparaison a une série de Riemann, montrer

1
ue la série ———— converge.
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On suppose a < 1 et f € R. En utilisant une comparaison a la série Z —, montrer que la
n

série Z o ln dlverge
1
n(In(n))?

On suppose 8 <0 et a = 1. Montrer que la série Z diverge.

. On suppose 8 > 0 et § # 1. A I'aide d’une comparaison série intégrale, déterminer une condi-

tion nécessaire et suffisante sur 5 pour que la série E ol converge. Déterminer un

(In(n))?

équivalent de sa somme partielle lorsqu’elle diverge.



Exercice 15 : Transformation d’Abel
Soient (uy,)n et (v,), deux suites de réels. On suppose que (u,), est décroissante a termes positifs et
converge vers 0 et que la suite des sommes partielles (5,,) associée a la série Y v, est bornée.

1. Montrer que la série Z<u”+1 — u,)S, est convergente.

2. En déduire que la série E Upv, est convergente.

3. Application : étudier la nature des séries Z M et Z cos(n)
n

n>1 n>1 Vﬁ%

Exercice 16 :

1
Soit (uy,), une suite de réels positifs décroissante telle que »  wu, converge. Montrer que u,, = 0(—).
n

Exercice 17 : Utilité du produit de Cauchy

n
1. On définit pour tout entier n > 2, u,, = ———. Montrer que la série u, converge et
2kpn—Fk g

k=0 n>2
calculer sa somme.

n
1
2. On pose pour toutn > 1: v, = ——— . Montrer que la série v, converge et calculer
pose p T p—n q g
k=1 ) n>1
sa somme.
1 <=

S = Z(n +1)z"

n=0

3. Soit z € C tel que |z| < 1. Montrer que :



