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Exercice 6 :

On pose pour tout n ∈ N : un =
n∑

k=1

k
1
k − n − (ln(n))2

2
, et on montre que la série de terme général

un+1−un converge ce qui montre avec le lien suite série que la suite (un)n converge et donc qu’il existe
c ∈ R tel que un = c+o(1) . Pour la convergence de la série, on fait un développement asymptotique,

on obtient un = O(
ln(n)2

n2
) qui est le terme général d’une série convergente (car dominé par

1

n
3
2

par

exemple.

Exercice 10 :
On a u2

n = un × un = o(un) puisque la série
∑

un converge donc la suite (un)n converge vers 0, donc
par critère de domination pour les séries à termes positifs, la série

∑
u2
n converge.

De même,
un√
1 + n

= O(un) car
1√
n + 1

≤ 1 et
∑

un converge donc
∑ un√

1 + n
converge également.

De même,
1

n
→ 0 donc

un

n
= o(un) donc donc par critère de domination pour les séries à termes

positifs, la série
∑ un

n
converge.

Exercice 16 :
Comme la série converge, la suite (un) converge vers zéro, et comme elle décrôıt, elle est positive.
On note S la somme de la série de terme général un. On effectue une transformation d’Abel sur la
somme partielle Sn =

∑n
k=0 uk : la positivité des un permet d’écrire que

S > Sn =
n∑

k=0

(k + 1− k)uk =
n∑

k=0

(k + 1)uk −
n∑

k=0

kuk =
n+1∑
k=1

kuk−1 −
n∑

k=0

kuk = (n + 1)un +
n∑

k=1

k(uk−1 − uk)

>
n∑

k=1

k(uk−1 − uk).

Comme la suite (un) décrôıt, la série
∑

k(uk − uk−1) est à termes positifs, et l’inégalité ci-dessus
montre que ses sommes partielles sont majorées, donc elle converge. Par différence, on en déduit que
la suite de terme général (n+ 1)un = Sn−

∑n
k=1 k(uk−1− uk) converge. On note ` sa limite. Si cette

limite est non nulle, alors un ∼ `
n+1
∼ `

n
, et la série

∑
un diverge, ce qui est impossible. Par suite,

` = 0, et l’égalité (n + 1)un = nun + un avec (un) de limite nulle montre que

lim(nun) = 0.


