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TD 2 : Révisions et compléments d’algebre linéaire.

Fondamentaux de base : EX 1, 2, 4, 5, 6, 10, 19, 23, 24.
Grands classiques d’approfondissement et/ou méthodes a retenir : EX 8 12, 14, 15, 20.

Révisions

Exercice 1 : Les questions sont indépendantes.

1 -2 1
1. Soit A = 2 -4 2 et ® I'endomorphisme de Ry[X] dont la matrice dans la base
-1 2 -1
(1, X, X?) est A. Déterminer KerA et ImA puis Ker® et Im®. Expliciter ¢(P) en fonction des
coefficients de P pour P € Ry[X].
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01
Déterminer la matrice de ® dans la base canonique de Ms(R) et Ker¢ et Im®.

2. Soit A = ( ) et ® I'endomorphisme de M(R) défini par : & : M — AM — MA.

Exercice 2 : Supplémentaire, projection
Soient a € Ret u=(1,-1,1), v =(1,1,1) et w = (a,1,1).

1. Montrer que (u,v,w) est une base de R? si et seulement si a # 1.
2. On suppose ici a = 1 et F' = Vect(u, v, w).
(a) Donner une base de F'.

(b) Soit ¢t = (0,1,1). Montrer que Vect(t) et F sont supplémentaires dans R? et déterminer le
projeté du vecteur (x,y, z) sur F parallelement a Vect(t).

Exercice 3 : Sev supplémentaires dans R3[.X]|
Soient P=1+3X - X3 Q=1+2X+ X2+ X3 R=1+4X — X? - 3X53.

1. Déterminer le rang de la famille (P, @, R).
2. Donner un sous-espace supplémentaire G de F' =Vect(P, @, R) dans R3[X].

3. Déterminer alors le projeté de A = —2+ X2 — X3 sur F parallelement & G puis le symétrique
de A par rapport a F' parallelement a G.

Exercice 4 : Noyau, image d’une matrice

1
Soit A=1 1
1

Déterminer Ker

Exercice 5 : Applications linéaires : révisions
Soient £ un K-espace vectoriel, et f, g € L(E).

1. Montrer que Ker(f) CKer(g o f) et Im(g o f) CIm(g).
2. Montrer que Imf CKerg < go f= 0.

3. Que peut-on déduire pour fsi go f = idg? Méme question si fo g = idg? Montrer que si
go f=1idg on a Kergplmf=F.



Exercice 6 : Applications linéaires : révisions
Soit £ un R—espace vectoriel de dimension finie et v € L(E) tel que u?® + u? + u = 0.

1. Montrer que Im(u)®Ker(u) = E.
2. Justifier que Im(u) =Ker(u? + u + idg).

Exercice 7 : Endomorphismes nilpotents
Soit £ un K—espace vectoriel non nul de dimension n et u € L(E). u est dit nilpotent sil existe
p € N tel que u? = 0. On appelle alors indice de nilpotence de u l'entier ¢ =min{p € N/u? = 0} tel
que u"t £ 0 et ut = 0.
1. Justifier I'existence de ¢ si u est nilpotent. Montrer que si u est nilpotent alors rg(u) < mn — 1.
En déduire que u n’est pas bijective.

2. On suppose u nilpotent d’indice i. Soit # € E tel que u~!(z) # 0. Montrer que la famille
(x,u(x),...,u""(x) est libre. Montrer que i < n.

3. On suppose u nilpotent d’indice n. Montrer qu’il existe une base B de E telle que Mp(u) =
0
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Exercice 8 : Matrices a diagonale strictement dominante : (*)

Soit A = (aij)i<ijen € Man(C) telle que Vi € {1,...,n}, |ai[ > >, ;]ai;|. Montrer que A est
inversible.

Sous-espaces supplémentaires

Exercice 9 : Sous-espaces supplémentaires dans R3
Soit dans E = R3, F =Vect((1,1,0),(2,0,—1)) et G =Vect((1,—1,0), (1,0, —2)).

1. Trouver une équation cartésienne de F' puis de G.

2. Justifier sans calculs que F N G # {0g} puis déterminer un systeme d’équations et une base
de FNG.

3. Déterminer un supplémentaire F' de F' NG dans F puis un supplémentaire G' de F NG dans
G.

4. Vérifier que 'ona: FF @ FNG® G =R5.

Exercice 10 : Projecteurs associés a une décomposition en somme directe
Soit F un R-espace vectoriel et f€ L(F) tel que : f3 = 3f2 — 2f.
1. On pose E; =Kerf, By =Ker(f— 2idg) et E3 =Ker(f— idg). Justifier que E;, Es, E5 sont des
R—espaces vectoriels puis montrer que F; @ Ey ® F3 = E.
2. On note pour tout i € [1,3] p; la projection d’image E; et de noyau @, E). Exprimer fen
fonction de py, po, ps puis en déduire une expression de f” pour tout n € N* en fonction de
n, pi, P2, P3-
3. Déterminer les suites (ay,)n, (bn)n; (Cu)n telles que pour tout n € N* [ = a,idg + bof+ cpf %

Exercice 11 : Formule de Grassmann
Soient F' et GG deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d'un K—espace vectoriel E. Soit
. FxG—=FE
{ (z,y) =z +y
Montrer que Ker® est isomorphe a F' N G puis retrouver la formule de Grassmann.

Montrer que ® est une application linéaire, déterminer son noyau, son image.

Sous-espaces stables, matrices par blocs




Exercice 12 : Déterminer ’ensemble des endomorphismes d’un espace vectoriel E tel que pour
tout x € E, la famille (z, f(z)) est liée. (cad laissant toutes les droites vectorielles stables).



Exercice 13

1. Soit M = ( jg g ) avec A € M,(K), B € M,,,_,(K), C € M,_,(K). Montrer que M est

inversible si et seulement si A et C sont inversibles, calculer alors M ~! en fonction de A, B,

C.

2. Soient Ay, Ay € M,(K) semblables, By, By € M,(K) semblables, et C; € M, ,(K). Montrer

que la matrice A Gy est semblable & une matrice de la forme Ay G .
0 Bl 0 BZ

Exercice 14 :
Soit A € M,(R) telle que A*> = —1I,,, et u I'endomorphisme de E = R" canoniquement associé a A.
1. Justifier que n est pair.

2. Montrer que si x € E '\ {0g}, (z,u(x)) est libre. Montrer que pour tout y &Vect(z,u(x)),
(x,u(x),y,u(y)) est libre.

3. En déduire que A est semblable a une matrice diagonale par blocs, avec des blocs diagonaux

0 -1
delaforme.D-(1 0 )

Trace et matrices semblables

Exercice 15 :

10 0 1 00
Montrerque A= 0 0 —1 | et B=| 0 1 1 | sont semblables.
01 2 0 01
Exercice 16 :
Soient a, b, ¢ trois complexes et M = ( 2 Z ) Calculer la trace de 'endomorphisme de My(C) :

u:N— MN.

Exercice 17 : Changements de base
Soit A € M3(K) telle que A% =0 et A # 0.

1. Montrer que si A2 # 0, alors A est semblable & A" =

2. Montrer que si A% = 0, alors A est semblable & A" =

oo @@= o
coo OO0 O

oo o OO

Exercice 18 :

1. Montrer que si deux matrices A et B de M,(K) vérifient AB — BA = A alors A n’est pas
inversible.

2. Montrer que si rg(A) = 1 alors A% =tr(A)A.
3. Montrer que si ATA =0 alors A = AT = 0.

Exercice 19 :
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et fe L(E).

1. Montrer que si rg(f)=tr(f)=1 alors fest une projection.
2. Montrer que si fest une projection alors rg(f)=tr(f).



Exercice 20 : Théoréme du rang (*)
Soit A € M, ,(K) de rang r > 1. Montrer qu'il existe deux matrices P € GL,(K) et Q € GL,(K)

telles que : A = PJ,Q ou J, = {)T 8 :

On pourra considérer ’endomorphisme f canoniquement associé a A et une base adaptée a la
décomposition Kerf & S = KP.

Exercice 21 : (*)
Soit n € N* et (ag, ..., a,) € R" un (n+1)-uplet de réels deux a deux distincts et pour tout i € [0, n],
O, R,[X] > R, P P(a;).

1. Montrer que la famille (®;);co,n] est une base de L(R,[X],R).

2. Soient a,b € R tels que a < b. Montrer I'existence d’une unique famille de réels (\;)icjon] telle
que :

VP € R,[X], / b P(t)dt = Z AP(a).

Déterminants
Exercice 22 :
Calculer les déterminants suivants : )
1 21 2 1 a bte a ¢ ¢ b 0 1 0 2 10@&2
L2 42 4] 201 b age| 3¢ 00 42010000100
3 73 7 1 ¢ ate c b a c 0 a 0 2 1 0 ¢ ¢
b ¢ ¢ a -1 0 b O 0 1 d d?
Exercice 23 :
Soient a,b,c € R tels que a #bet n > 1.
a c 0 0
b a ¢ O
, . , . 0 b a c )
On note D,, le déterminant d’ordre n suivant : A,, = 0
... . e
0 . . 0%b a

1. Calculer Dy et D, puis exprimer pour n > 3 D,, en fonction de D,,_; et D, _s.

2. En déduire la valeur de D,, danslecasoua=3,b=1,c=2puisa=4,b=c=2.

Exercice 24 :

a b ..b
b adb . . b
Soit (a,b) € C2. Calculer le déterminant d’ordre n suivant : D,, = .
. b
b . b a
Exercice 25 :
2 1 1
1 31 1
Pour n € N* on note D,, = :
e 1
1 . . .1 n+1

1. Montrer que pour tout n € N*, D, 1; = (n+1)D,, + nl.

"1
2. En déduire une expression de D,, en fonction de H,, = Z T
k=1
Exercice 26 :
Soit @ : M,(R) — M, (R), A — AT. Calculer le déterminant de ®.



