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TD 5 : Espaces vectoriels normés.

Fondamentaux de base : EX 1, 2, 3, 4, 11 1. 2.
Grands classiques d’approfondissement et/ou méthodes a retenir : EX 6, 10, 11 3.

Exercice 1 : Normes ou pas
Déterminer si les applications suivantes définissent des normes ou non :

N R?* —» R [ RT=R N M,(C) — C,
L () = a® L @) = el ly =] P A sup{|Al, A € Sp(A)}

Exercice 2 : Norme sur R[X]
1
Si P=Y a;X* € RIX] on définit : Ny(P) = > |ag|, Na(P) = max[ag| et N3(P) = / |P(t)|dt.
0

1. Montrer que N;, Ny et N3 définissent des normes sur F.

2. Sont-elles équivalentes ?

Exercice 3 : Norme associée a un produit scalaire sur un espace de fonctions
1
Soient E = C(]0,1],R) et pour tout f € E, ; N(f) = (f(0)? —|—/ (f,)2(t)dt)%.
0

1. Montrer que N définit une norme sur F.

2. La norme N et la norme préhilbertienne canonique sont-elles équivalentes sur £ 7

Exercice 4 : Normes sur un espace de fonctions de dimension infinie
Soit £ = C*([0,1],R) et Ny, N définies par :

Ve B, Ni(f) / AB)dE et N() = /0)] + max |f(¢)

t€(0,1]

Démontrer que N est une norme sur F. Déterminer une suite de fonctions (f,), de E telle que
Ni(f,) =n—s+00 0 et N(f,) ne tende pas vers 0. Les normes N; et N sont-elles équivalentes ?

Exercice 5 :
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie n muni d’une base B = (ey, ..., €,,) et d’'une norme

||.||z. On définit pour tout f€ L(FE), N(f) = Z ||fle:)||e- Montrer que N définit une norme sur L(E).
i=1

Exercice 6 : Norme subordonnée

Soit ||.|| une norme sur M, ;(C). Pour tout A € M,,(C), on pose : ||A|| = sup ||AX]].

X 1I=1
1. Montrer que |||.|[| est bien définie et qu’il s’agit d’une norme sur M,,(C).
2. Montrer que pour tout X € M, 1(C), [|AX]|| < [|A[l||X]].
3. Montrer enfin que pour tout (A4, B) € M,,(C)* : |AB]| < [IA|l.IIB]|l-
Exercice 7 : Une norme sur C"
+o0
Soit E I'ensemble des suites bornées de CY. On note pour tout u = (uy,), € E : Ni(u) = Z |12L—Z|
n=0

+oo
et No(u) = Z |:L1—T'L| Montrer que N; et N, sont deux normes.
n=0 ’



Exercice 8 : Une norme sur 1,(C)
On définit pour A= (aij)lgi’jgp < Mp<(C) N(A) = Imnax |aij\.

1<i,5<p
1. Montrer que N est une norme sur M,(C).
2. Montrer que VA, B € M,(C), N(AB) < pN(A)N(B).
3. En déduire que : VA € M,(C), Vn € N*, N(A") < p" (N (A))™
1
4. Soit A € M,(C) telle que N(A) < —. Montrer que (A"),, est une suite convergente dont on

p
précisera la limite.

Exercice 9 : Convexes

1. Montrer que la partie de R" : A, = {a = (a;)1<i<n/ Z a; = 1} est convexe.
i=1
2. Soient E et F' des espaces vectoriels normés et soit f€ L(E, F'). Soient A C E et B C F des
convexes. Montrer que f{A) est un convexe de F' et que f ~*(B) est un convexe de E.

Exercice 10 : Soient F un espace vectoriel de dimension p, u € L(F) diagonalisable et e =
(é1,...,€,) une base de E formée de vecteurs propres de u. On appelle rayon spectral le réel positif

p(u) = max{[A[/A € Sp(u)}. , ,

Pour tout x € F, on peut écrire = sous la forme x = E x;e; et on pose : ||z|| = E |z;].
=1 i=1

1. Vérifier que ||| est une norme sur E.

2. Montrer que I’on définit une norme sur £(F) en posant : Vv € L(E), N(v) = sup ||T|(x|’) | :
zeE\{0} [T

3. Montrer que si A est valeur propre de u et n est un entier naturel non nul, alors N(u") > |A|™.

4. En déduire, pour n € N*, (N(u”))% > p(u).
5. Justifier, pour tout = € E :

[ (@)1 < (p(w)" [l

1
6. En déduire lim,, o (N(u”)) ",
Exercice 11 : Suites de matrices

1. Soit pour tout n € N*

(1_i>" In(n + 3)
A, = 2n 2711—1-6

"> n? 4+ 3 —ncos(n)

2. Soit D une matrice diagonale de M,(R) de coefficients diagonaux dj,...,d,. Donner une condi-
tion nécessaire et suffisante sur les d; pour que la suite (D™),, converge.

a b

3. Soit T' = (0 c) € My(R). Exprimer T% pour k € N. Déterminer la limite de la suite de

n
Tk
matrices de terme général M,, = Z T quand n — +o0.
k=0



