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TD 16 : CORRIGES.

Exercice "} : Produit scalaire et distance dans Ry[X]

1. o {.,.) est défini sur F x F, & valeurs dans R.
e Pour tout (P.Q) € E? (P,Q) = (Q, P) par symétrie du produit dans R, donc {.,-) €8t
symétrique.
e Pour tout (P,Q, R) € E?, pour tout A € R,

AP+ Q.R)y = (AP +Q)(DR(1) + (AP + Q) (LR (1) + (AP + Q)"(1)R"(1)
=(AP+Q)VR(L)+ AP + QDR (1) + (AP"+Q")1)R"(1) (par linéarité de la d¢
= (AP(1)+ Q)] ( )+ AP+ Q)R+ (AP (1) +Q"(1))R"(1) (par linéarit¢
= AP)R() + P(DR(1) + P"(1)R"(1)) + 1)}:’(1) +Q(R(1) + Q"(HR"(1)
=N (P, Ry-+{Q, L)
done (.. .) est linéaire &4 gauche.
e {...) est lindaire & gauche et symétrique, done bilingaire.
e Pour tout P e F,
(BB =PI (L) + (PYR) 210

comme somme de termes positifs et
(=& Ply= Pl = PUlj=0,

car une somme de termes positifs est nulle si et seulement si chacun des termes est nul.

Par suite, si (P, P) — 0, alors 1 est une racine au moins triple de P, qui est un polynome de
degré au plus 2, donc P = (.

{.,.) est donc défini positif.

{.,.) définit done bien un produit scalaire sur E.

o

. (1, X, X%) est une base de E. —\ppliquom lui le procédé de Gram-Schmidt.
e (1,1) =1, donc on pose P, = T =
e (X, 1) =1, donc on pose ()2 = X — 1.
On aalors (X —1.X — 1) =0+ 1 = I, donc on pose P = ‘\;“.l =X —1.

e (X3, X-1)=0+2=2,(X%*1)=1,donconpose I3 = X?2—2(X ~1)—1= X2-2X 41 —
(X — 15

On a alors {(X —1)2,(X — 1)2) =04 0+ 4, done on pose Q3 — Q\%ﬁ = (X - 1)

e La famille (1,_ X -1, %(X ljgj est alors une base orthonormée de F pour le produit scalaire
condidéré.

3. e La famille (1, X — 1) est une base orthonormée de R; [X].
Le projeté orthogonal de {7 sur B;[X] est donc
V=UNDI+{UX-1)(X~-1)=-3+2(X-1).

Par suite, d(U,R;[X]) = d(U,V) = JU -V, U-V) = /(X2 -2X +1,X2-2X +1) =
X =1 (X -1 = vi=2

On aurait pu décomposer U sur la base oblenue d la question précédente sous la forme :

1 .
U=2x=(X~1P+2X~1) =3,
Z e
R [ Y
Ry [¥] 4 €R; [X]

et on a alors directement

= 2.

d(U,R,[X]) = |

t

1 .
ga=(X 1)
x (X = 1)

1 .
=9 X .12




4. (a) e Par linéarité de I'évaluation, 17 : > € F +— [’(1) est unce application linéaire, done
H — ker(v} est un sous-espace vectoriel de F.

4 est non nulle, car ¥(1) = 1 # 0, done rg(v) > 1.

De plus, Im (¥') C R, done rg(v)) < 1, et, par suite, rg(z) — 1.

D’on, d’apres le théoréme du rang, on a dim H = dim(ker ¢) = dim £ —rg(y)) — 3—1 = 2.

On remarque de plus que (X — 1) et %( X —1)% sont des éléments de [, done la famille
(X -1, %( X —1)?) est une famille libre formée de 2 éléments de H . espace vectoriel de
dimension 2, done ¢’est une base (orthonormée) de H.

De plus, comme (1. X — 1. 2(X — 1)?) est une base orthonormée de E. ona H' — Veet (1)
Enfin, on a

done

done

1

1=1+0(X — 1) +0x 5(X - 1)%,
T N
X=1+1(X=1)+0x 5(X - 1)?,

. 1 :
et X°=142(X-1)+2x 5(); ~1)?,



Exercice 4
1. Dapres le cours, pour démontrer que (]) est un produit scalaire, il faut prouver qu’il s’agit
d’une application bilinéaire symétrique, positive et définie.
- Symétrie : soient (P, Q) € E-.
n n
Ona(PIQ) = ). Pla)Qla;) = ¥ Oa,)P(a;) = (QIP) et () est symétrique.
J=t j=0
- Bilinéarité : soient (P, Q,R) € E’ et 1 € R.
(AP + OIR) = Zup + Q)(a,)R(a;)

7=0

=) P@)Ra)+ » Oa)Ra;)
=0

=0

I

ce qui prouve la linéarité a gauche.

Par symétrie, on a la bilinéarité.

- Positivité : soit P € E, (PIP) = »_ P(a;)’ > 0.
=0
- Définition : soit P € E tel que (P|P) = 0.

I3
Alors Z Pla J,—}2 = () donc pour tout j € [0,n], P(a;) = 0.
=0
Il en résulte que P admet n + 1 racines distinctes.

Comme P est de degré au maximum #, il ne peut avoir au maximum que #z racines et donc,
c’est le polynéme nul.

{

Conclusion :|  (|) est un produit scalaire sur E ‘

2. Soit Pe E. ; .
(PIPo) = " P(aPolaj) = ) Plaj)
=0

=)
i A e o X —
3. Pour tout j € [0, n]}, on considére le polynéme LX) = :
da;—a
-
- 2 s 1 — dy. ; :
3.1. Soit (i, j)} € [0,n]" tel que i # j. Alors Lj(a,) = H s i NS i
L L=y
kej

En fait, pour tout i # j, X — a; est en facteur dans L;.
n
Ensuite, pouri = j, Lia;) = H

k=0

k#j

a; —dg

=1.

(lj —dj
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3.2. Soit (i, j) € [0,n]* avec i # j. D’apres la question précédente,
n
(LiL;) = ZLf(izk)Lj(ak) = La;)Li(a;) + Li(a;)Li{a;) = 0.
=0

Dong la famille 4 est une famille orthogonale.

3.3. Comme % est une famille orthogonale de vecteurs non nuls, elle est libre. Comme Card(%) =
n+ 1 =dim(FE), c’est une base de E.

De plus, pour tout [ € [0, 1],

(LtiL'i) = ZL,(GA_)Z = Lj(ai)i =1.
k=0

1 ,
et,| & estune base orthonormale de £ }

34, Soit Pe E.

Comme % est une base orthonormale de E, les composantes de P sont données par :

(PIL) = " Plap)Li(a) = Pa)

k=0

Ainsi,E = Z P{a;)L;

=0

L i

n
3.5. On remarque que Py = Z L; car pour tout i € [0,n], Py(a;) = 1.
J=0

4.1. Lapplication ¢ : P € E > (Py|P) = E P(a;) est lin€aire car le produit scalaire est
=0
bilinéaire.

Donc H =Ker(p) est un sous-cspace vectoriel de £

4.2. D’apreés le cours, on a H =Vect(Py)*, donc.  H * = Vect(Py)

Comme dim(H*)=1,ona| dim(H)=dim(E)-1=mn |

16/20



5:1:

5.2

D’apres le cours, on sait bien projeter orthogonalement sur un sous-espace lorsque I’on a
une base orthonormale de ce sous-espace.
Py Py

Pl Va+1

Ainsi, le projeté orthogonal de @ sur H* est donné par

est une base orthonormée de H*.

Comme ||Pgll = Vr+ 1, le vecteur R =

_ i R I &
(QIRR = m(,QhDo)PU SR ;}: Oa;))Py = S Z:J Aa,)

=0

soit

Enfin, la distance de Q au sous-espace vectoriel H est égale 4 la norme du projeté ortho-
gonal de @ sur £ :

1 n ; :
- T )

=0

; Sl
d(Q. H) = l S ;} O(a;)Py
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