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Sujet de révision : Espaces préhilbertiens : CORRIGE.

|[EXERCICE 1 : E3A PSI 2020|

1. On a, en utilisant successivement la linéarité par rapport a la premiere, puis a la deuxieme
variable :

P(X,Y) = $1yl‘b(;’ ;) + xlyzé(f, j) + ﬂfzyl‘b(], ) + 932?42(1)( )

Grace aux données de I’énoncé, on obtient donc :
O(X,Y) = z1y1 + (212 + T2y1) cos(0) + zays.

2. Au vu de la formule explicite obtenue dans la premiere question, le fait que ce soit une forme
bilinéaire est évident, notamment du fait de la distributivité de la multiplication par rapport a
l’addltlon Pour la symétrie, on note que le produit étant commutatif dans R, si X = xq¢ i+ s j
et Y = ylz + ygj alors :

DY, X) = y1w1 + (Y122 + y2w1) cos(0) + yox2 = ¢(X,Y).
Il reste a vérifier que ® est définie et positive. Or, si X = T1i + .Cﬁgj, alors :

O(X, X) = 2] + 23129 cO8(0) + 15 = (21 + cos(8)zz)? + x5 — cos(#)*r5 (%)
= (71 + cos(0)z2)? + (1 — cos(6)?)z3.
On a 1 — cos(#)? > 0 (mieux : par hypothese 6 €]0, 7], donc 1 — cos(#)? > 0), donc la somme

ci-dessus ne contient que des termes positifs. On en déduit d’une part : (X, X) > 0. D’autre
part, une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque terme est nul, donc :

x1 +cos(@)zy = 0

DX, X)=0<=< (I1—cos(0)?)ay; = 0 «— { r; = 0,
—r Ty = 07
>0

donc ®(X, X) = 0 si et seulement si X est le vecteur nul : ceci acheve de démontrer que ®
est définie positive.

En tant que forme bilinéaire symétrique définie positive, ® est un produit scalaire sur F.

3. Comme f est linéaire, pour montrer que f est une isométrie il suffit de démontrer qu’elle
préserve la norme euclidienne associée au produit scalaire ®. C’est-a-dire :

VX € E, ®(f(X), f(X)) = (X, X).

On nous donne la matrice de f dans la base B = (ﬁ j) ce qui nous permet d’en déduire :
f@) =4, f(j)=—i+ 2(:03(9)], et donc, pour tout X = x1i + x9], on a :

—

FOX) = 21 f(0) + 22f () = —wai + (w1 + 2cos(8)2)].

Grace a l'explicitation de ® donnée dans la premiére question (ou plutot grace a (x) si I'on
s’intéresse a ®(X, X) et ¢(f(X), f(X))), on en déduit :

D(f(X), f(X)) = (—22)* + 2(—x2) (w1 + 2 cos(0)x9) cos(8) + (z1 + 2 cos(8)zz)?
= 13 — 22175 cos(0) — 4a3 cos(0)® + x5 + 4129 cos() + 4 cos(6)*x3
= 22 4 22129 cos(0) + 22 = ®(X, X),

ce qu’il fallait démontrer.



4. Appliquons P'algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & la base (7, ). Notons que
(4, b =1, donc 7 est déja unitaire pour ce produit scalaire. Posons :

- i —— - 1
(3.7) (0, )
L’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt assure alors que la famille (;, /;) est or-
thonormée, et qu’on a @(f, k) > 0. Explicitons k; on a : CIJ(;, j) = cos(#), et donc :

-

i = j — cos(0)i.

Or :
o(a, @) 2 (— cos(0))? — 2 cos(0) cos(0) + 12 = 1 — cos(6)? = sin(6)?,

donc finalement :

el
|

—51111(0)2 (5— COS@ﬁ) = @ (5— cos(&)f) ,

5. On sait déja que f est une isométrie, et sa matrice dans la base B permet de voir immédiatement
que det(f) = det(C) = 1, donc f est une rotation planaire dont il reste & déterminer une me-
sure d’angle ¥ € R (faisons fi de l'orientation pour le moment) : or 2 cos(d) = tr(f) d’apres la
classification des isométries directes en dimension 2, donc cos(¥) = cos(6), et ¥ = +6 mod 27.
Sans aller plus loin, on s’attend donc déja a ce que la matrice de f dans une base orthonormée
(ce quest (7, k)) soit de la forme :

(o) eostoy) = (S o))

—

Or f(i) = j d’apres la donnée de la matrice C, et du fait que k= m (

— -

= cos(ﬁ)i) on en
déduit : j = cos(A)i + sin()k. Par conséquent f(i) = cos(6)i + sin(A)k, ce qui signifie que la
cos(0)

premiere colonne de M(; E)( f) est sin 9)) . La discussion qui précede nous assure donc qu’on

~ (cos(f) —sin(0)
Mg (f) = (sin(&) cos(f) |-
On en déduit que si E est orienté de sorte que la base (7, k) soit directe (ou (7, 7) : les deux
bases ont méme orientation), alors f est une rotation planaire de mesure d’angle 6.

a .

Remarque. Il est aussi possible d’obtenir M ; 7 (f) & partir de M 77 (f) = C grace a la formule
du changement de base.

6. Comme f est une rotation planaire de mesure d’angle €, on sait que f™ est une rotation
de mesure d’angle mf. Par conséquent, f™ = Idg si et seulement si m# = 0 mod 27, si et
seulement s’il existe k € Z tel que : mf = 2kw. On en déduit :

2 2k
fm:IdE<:>9€—7TZ:{—7T]/€EZ}.
m m



EXERCICE 2 : Décomposition QR : Centrale PSI 2020

1. Les vecteurs colonnes de P forment une base de R™ car P est inversible.

1
2. On applique le procédé de Gram-Schmidt en posant : u; = ——.¢; et pour tout k € [2,n],

[leal|
k-1
1 1
uk = e = (e = ) (erluy)uy)
1A [|v] P
ce qui donne : ¢; = ||¢g]|uy et pour tout k € [2,n] :

k—1
cr = ||orlluk + > (ckluy)u;
j=1

3. La matrice de passage de By & By contient les coordonnées de uy,...,u,, dans la base (cq, ..., ¢,)
donc est d’apres ci-dessus triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs.

4. On pose R = Pg,,p, et Q = Pg_,5, en notant BB la base canonique de R". @) est orthogonale
car c’est la matrice de passage entre deux bases orthonormées de R”. On a de plus :

P = Ps_5, = Psp, P8, = QR

5. (a) Soit M orthogonale, alors M1 = MT. Or M~! est triangulaire supérieure comme M donc
diagonale (puisqu’égale a sa transposée) donc égale a I,, puisqu’orthogonale.

(b) Soient (@4, Ry), (Q2, Ry) deux couples qui conviennent tels que P = Q1 R; = Q2Rs. Alors
ona R R, = Q7'Q, qui est a la fois orthogonale et triangulaire supérieure & coefficients
diagonaux strictement positifs (produit de deux matrices qui le sont) donc égale a I,
d’apres a. Finalement Ry = R; et Q2 = Q1.

6. Px = b sécrit : QRx = b donc Rxr = QTb ce dernier systéme étant triangulaire, il peut se
résoudre facilement en partant de la derniere ligne par substitution.

7. On trouve :



