TD 16 : CORRIGES.

Exercice 2 : Réflexion
On peut calculer 'expression de la projection orthogonale pp sur P, puis la symétrie cherchée sp
vérific : sp = 2pp — d.
1
On trouve : sp : (x,y.2) = =(22 + 2y — 2.2z — y + 2z, —x + 2y < +2z) et on en déduit la matrice

3
dans la base canonique de sp.

Exercice 17 : Endomorphisme symétrique de trace nulle

1. D’aprés le théoréme spectral, comme u et symétrique, il existe une base orthonormée de E
(e1, ..., en) formée de vecteurs propres de u. On note Ay, ..., A, les valeurs propres associées. Le
mn

vecteur r = Z €; convient car :
i=1
n n n
wa)a) = (3 e/ e = 30
sl ]

g=] Tl

en utilisant le caractére orthonormal de la famille (eq,....€,).
De plus z # Og par liberté de (eq, ..., €n).

2. On raisonne par réeurrence sur n. Sin — 1, lhypothése tru = 0 signific que u = 0, donce la
conclusion est claire. On suppose que la propriété est établie pour tout espace euclidien de
dimension n — 1. Soient E un espace euclidien de dimension n et u € S(E) de trace nulle.
D’apres la question précédente, il existe # € F non nul tel que (u(z),z) = 0. Le vecteur
unitaire e; — Hf—h vérifie aussi (u(e;),e1) = 0. On sait qu’on peut compléter e; pour former
une base B = (e;, €, ...,e,) orthonormale de E. La matrice de u sur B, symétrique puisque
u € S(E) et B est orthonormale, prend alors la forme suivante :

B g wne mg
: az
S=]1. , ou Teé&, 1(R).

Up

Comme tru = tr S = trT, la trace de T est nulle et I'hypothese de récurrence (on passe des
endomorphismes aux matrices) montre 'existence de P € O, 1(R) telle que 7" = P 'TP —
PTP soit de diagonale nulle. Alors la matrice (Q — diag(1,p) est orthogonale d’ordre n, et

vérifie
0 an - an 0 az - Gy
4] as
S’ — _IS = * ‘S’ = — ‘
< 2 Gl : P-Tp : T
e Uy,

Si C désigne la base de E telle que () soit la matrice de passage de passage de B a C, alors C
est orthonormale puisque @ € O,(R), donc 5 est la matrice de u sur une base orthonormale,
et sa diagonale est nulle



Exercice 16 : Déterminant de Gram

1= Il existe une relation de dépendance linéaire entre les (U;) qui, par linéarité du produit sca-
lairc par rapport a la 2¢ variable, sc retrouve sur les colonnes de la matrice, son déterminant
est donc nul.
<= Il existe une relation de dépendance linéaire entre les colonnes de la matrice > \;C; = 0
done, par linéarité du produit scalaire par rapport & la 2° variable : Vi, (U;, > A\;U;) = 0,
et en effectuant la cl de coeflicients les A; de ces relations, on obtient par linéarité du
produit scalaire par rapport a la 1", 3~ AU, 3 AU;) = 0 et done (U;) est lide.
2. On décompose = = x; + Ty ol T; est le projeté orthogonal de = sur F et x5 € F! et en
développant par linéarité par rapport a la dernicre colonne, puis par lincarité par rapport a
la derniére ligne, on obtient :

<Z-'/T13311'1>I (U'l?;rz)
U U] G, U S g e N :

(Up=$1>j ([Tpl’z) :
{2 B oo T (z,z1) | |(x.U1) ... (z.Up) (z,29)

La derniere colonne de la 2° matrice est

0
donc son déterminant vaut [|z2]|?det G(Uy,...,U,). On développe ensuite le 1¢ déterminant

par rapport & sa derniére ligne et comme z» € F*, il vaut det G(Un,...,Up,21) = 0 car
(Th,...,Up, 1) est liée. On en déduit que

det G(L‘le e ['P)

&z, F) = |z|? = det G(Uy, ... . Upx)
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