Lycée Francois 1er - PSI - 2025-2026

Préparation aux oraux : Probabilités

Exercice 1 : MT 2022

1
1. On a par linéarité de l'espérance : E(Z) = E(X)+ E(Y)+ 1 =2E(X)+ 1 = — d’apres le
p

cours donc E(X) = 2i en notant ¢ =1 —p
p

2. X et Y sont indépendantes donc X et Y +1 aussi donc Gz = Gx % GY+1 De plus pour tout

t e [-1,1], Gy1(t) ZPYJrl—n ZP =n—1)t ZP k)t =

n=1
tZP " puisque X et Y ont méme loi. On obtient donc : Gy1(t) = tGx(t) donc
_ __p _ p
Gz(t) = tGx(t)%. Or par le cours, Gz(t) = T donc pour ¢t # 0, Gx(t) = T (et
- - q

Gx(0) = P(X =0)).
On peut vérifier que Gy (1) = 2i en cohérence avec le calcul fait au 1.
p

3. En développe en série entiere la fonction trouvée au 2. avec les DSE usuel de ¢ — (1 +¢) 2
ce qui donne :

Gx(t) = /p(1 +§3 ( 2: ) %qntn

n=1
Comme la fonction génératrice caractérise la loi de X, on obtient : P(X = 0) = \/p et pour
1
tout n € N, P(X:n):\/]_9< 2”) —q".

n 4n

Exercice 2 : CCINP 2022

P X=n)Nn((X > P(X =
1. Soit n € N*, par définition, z, = ( P(?;()' Z(n) =) = PEX > Z; puisque (X = n) C
(X >n).
P(X = P(X >n)—P(X = P(X > 1
Donc1l—2x,=1-— ( n): (X =n) n): (X =n+ )
P(X >n) P(X >n) P(X =n)
1 1 1
2. = — =
(a) Ona nn+1) n n+1
= 11 1
(b) Y est bien définie car g m = N]-—I)IEOO; E — k’—H = N141>1Jrrlool - N—H — ]-7 on a
bien Y (§2) = N*.
11
: * — +00 3 —
Soitn € N*. Ona P(Y >n) = P(U> P(Y ka Nﬂw;?k_ﬂ_
1 1 1
lim — — — = — > 0donc Y vérifie (C).
No+oon N n
Enfin, y, = " d’apres 1., c’est le terme général d'une série divergente (car

n(n+1) T+l

équivalent a —, terme général de la série de Riemann harmonique).
n



n—1

n—1
_ P(X>k+1) P(X>n) )
3. On a : ]}_[1 (1 — xg) kl;[l PX > ) = PX> 1) = P(X > n) par télescopage. On en
n—1
déduit que : P(X = n) = 2,P(X >n) =z, [J(1 - zx).
k=1

4. Si (z,,), est constante égale a p €]0, 1 alors P(X = n) = p(1—p)"~! d’apres 3. donc X ~ G(p).
Réciproquement supposons que X ~ G(p). On a avec le cours pour tout n € N*: P(X > n) =

P(X >n—1)=(1-p)"" donc z, = n) _pl—p)"t _

B
P(X n)  (1-pnt

n—

— +OO
5. Onapourtoutn € N*: P(X >n)=1-Y P(X =k);or Y P(X =k) =00 »_ P(X =

W
I

k) =1 donc P(X >n) =00 0.

n—1
Donc d’apres 3. ln(H (1 —ap)) Zln (1 —x) =In(P(X > n)) —ni00 —00 donc la série
>oIn(l — ) dlverge Si (zy,), ne converge pas vers 0, la série ) z,, diverge grossierement,

et si z, — 0, on a In(1 — z,,) ~ —x, donc par critere d’équivalence pour des séries a termes
positifs, la série > —z,, diverge, donc dans tous les cas la série Y x,, diverge.

Exercice 3 : CCINP 2025

1. On a P(X < n) Ze —. En notant u, l'intégrale demandée (qui converge bien car

I'intégrande est contmue sur RT et intégrable en +o0o car dominée par €72 en +00 par
exemple), on obtient par intégration par parties (fonctions C! de produit de limite nulle

n U, Are A Uy
en +o00) pour tout n € N : u, = \'e A + nu,_; done — = + donc par
n! n! (n — 1)
t6l N N gy o
élescopage, i Ze i (X <n).

k=0
2. Comme la somme partielle ci-dessus converge vers 1 (série exponentielle), on trouve u,, ~ n!.

3. Gx(l) =1let GX(—l) = e 2\
4. Go(1) +Gx(=1) =370 P(X =2k) =1+ e 2.

3
5. P(XY paire)=P((X paire)nY = 1)+P(Y = 2) = P(X paire)P(Y = 1)+P(Y =2) = A_L+
par indépendance de X et Y.

Exercice 4 : CCINP

1. La variable aléatoire T mesure le 1°" succes dans une suite d’expérience de BERNOULLI
indépendantes (<« avec remise ») de paramétre p = %, donc, d’apres le cours,

T<—>Q(l

n

), E(T):%:n ot V(T)zlp_zpzn(n—n.

2. (a) A Dissue du k-ieme tirage infructueux, 1'urne contient (n—k—1) boules noires et la blanche,
a lissue du (n — 1)-iéme tirage infructueux, I'urne ne contient plus que la boule blanche

et donc le n-iéme tirage est nécessairement un succes, donc X () = {1,...,n}.
Pour 1 < k < n, (X = k) = (NFZ'B;) N By, donc, avec la formule des probabilités
composées,



Or il est S(lls-entendu que la probabilité du k-ieme tirage est uniforme, c’est-a-dire P(B; |
BiN---NB;1) = ;275 (1 boule blanche parmi n—i+1), donc P(X = k) = [T i

i=1 n—it+l
1 _ 1.

n—k+1 ~ n °

n+1 n*—1
t V(X) = :
- o V=g
(b) Si la boule blanche est tirée au k-ieme tirage, X = k, on a retiré (k — 1) boules noires de
I'urne, il en reste donc et il reste Y =n — (k—1) = n+ 1 — X dans l'urne apres ce k-ieme

tirage, donc E(Y) =n+1-E(X)="H ct V(Y) =V(X) = njgl'

X o U([L,n]), E(X)=

Exercice 5 : CCINP Dans le cas ou les p; sont tous égaux a p, c’est la loi faible des grands

nombres. Posons
M, Z X et my,=E(M, Zp@

=1

On a |M, — p| < |M,, — my| + |m,, — p| par inégalité triangulaire, et |m,, — p| = 0 quand n — +o0
par hypothese. Alors, pour n assez grand, |m,, — p| < 5, et ainsi pour un tel n, on a I'inclusion

{10, =l > ) € {|My —m,| > 2}

donc, par croissance des lois de probabilité, P(|M, — p| > ) < P(|M,, — m,| > 5). Il suffit donc de
montrer que P(|M, —my,| = 5) — 0 quand n — +4o0.

Or par indépendance des X;, la variable M, admet pour variance V(M,) = 53" V(X;) =
n12 S pi(1—p;), et pour tout i € N*, on a p;(1—p;) < ; (car 1 est la valeur maximale du polynome

z(1 — z) sur R), donc V(M,) < 4. L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev s’applique et donne

P(‘Mn—mn|>g><M:L

g2 ne?’

d’ou le résultat.

Exercice 6 : CCINP

1. Appelons, a partir du second tirage, <succes> le fait de tirer une boule différente de la premiere.
La probabilité de succes est manifestement ”T_l, et T,, = X,, — 1 mesure le temps d’attente
d’un premier succes dans une suite de tentatives indépendantes les unes des autres. Donc T,,

est une variable aléatoire discrete de loi géométrique G(2+).

On en déduit que X,, = T, + 1 est une variable aléatoire discrete de loi donnée par
X, (Q) =N\ {0, 1} et pour tout k € N\ {0, 1},

n—1 n—1\"? n-1
PX,=k)=PT,=k—-1)= 1— - .

n n nk-1

2. On sait que la variable T,, admet pour espérance et E(T),) = -5 (loi géométrique) donc, par
linéarité, X,, admet une espérance, et

n 2n—1

n—1 n-—1

3. — On a manifestement Y5 = Xs.
— OnaY;= X347, ouT est une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre %
(temps d’attente, a partir du tirage X3, du tirage de la boule non encore obtenue). Par

suite,
Y3(Q2) = N\ {0; 152},



et pour k € N\ {0;1;2}, on a par o-additivité et indépendance de X3 et T (...) :

k—1 k—1 k—1 2 1 2 k—i—1
P(Ys=k)=) P(Xs=i,T=k—i)=) P(Xs=i)P(T=k—i)=>)_ 213 (g)
=2 =2 =2
k-3
2 2 s k=1 _ 9
= gkl 223 - F@ —1)= k1

Rq. On obtient, en itérant, la formule générale Y,, = >~} T, ot T}, suit une loi géométrique
de parametre %

Exercice 7 : CCINP

1. Pourn € N, (Z =n) =U}_o(X =k, Y =n — k) donc (réunion disjointe et indépendance),

n

n . Ak . 'unfk e~ (Atu) 2 Y\ noi ()
P(Z_n)_kZP(X_k)P(Y_n—k;)_Ze TR > LN =
=0

donc Z <= P(A + p).
2. Calcul sans difficulté :
P(X=k,Z=n) PX=kY=n—-k) PX=kPY=n—k)

Piz—n)(X = k) = P(Z =n) - P(Z =n) - P(Z =n)

- (Z) (Aiu)k(Aiu)nk'

3. On en déduit que la loi de X sachant (Z = n) est la loi binomiale de parametre p =
Exercice 8 : CCINP

A
Atp”

1. L’image du couple est donnée par (N, X)(Q) = {(n,k) e N>, 0 < k < n}et P(N =n, X =
k) =P(N =n) x P(y=n)(X = k). De plus les hypotheses donnent :

Piv—n)(X = k) = (Z) pF( —p)*

En effet, la loi conditionnelle de X sachant (N = n) est la loi binomiale de parametre
(n,p) puisque X compte alors le nombre de succes < c’est un bolet > dans les n expériences
indépendantes consistant a ramasser un champignon. On a alors pour 0 < k < n :

e M\ [n _
PN =nX=k)=— (k)p’“(l—p)" g

Montrons alors que X < P(Ap). En effet pour tout £ € N :

+oo k +00 Ak

oo i k k
—,\(/\p)k Z (A1 = p)] 2 (Ap) AM1-p) _p (AD)
‘ i! ¢ k! = Kl

2. La variable aléatoire réelle Y vérifie les mémes hypotheses que X a la différence que la pro-
babilité de ramasser une morille est 1 —p. On a donc Y < P(A(1 — p)).

Montrons que X et Y sont indépendantes. Pour (k,¢) € N? I’événement (X = k,Y = /)
est aussi (N = k+/¢, X = k) et donc d’apres la loi conjointe calculée & la question précédente :

6—>\>\k+€ k+/ e—A/\kz—i-é
PIN=k+{(,X=k)= m( ) >Pk(1 -p)' = ka(l -p)

()\p)k o~ A(1-p) (A1 = p))e = P(X

R - A

o e! — k) x P(Y = /).



Exercice 9 : Centrale
1. La variable X est a valeur dans [[1,n — k + 1], en effet la valeur maximale de X correspond
au tirage des boules numérotées n — k+1,n—k+1,...,n.

Et, pour tout i € [1,n — k + 1], I'événement X > i correspond aux tirages de boules
numeérotées de ¢ a n. Les tirages sont équiprobables, au nombre de (Z) au total, tandis que les

3 n—i+1
tirages donnant X > i sont au nombre de (”*;H). Il vient P(X >1i) = s ), donc

(+)

P(X=i)=P(X>i)—P(X>i) = P(X > i) = P(X >i+1) = A I G I )

G G

via la formule du triangle de Pascal.

2. La méme formule du triangle de Pascal donne

nfl n—1 _nfl n—t+1 B n—1
i=1 k—1) i=1 k k)

olt 'on reconnait une somme télescopique qui vaut (}) — (’:1) = ().

3. Comme X est & valeurs enticres, on peut utiliser £(X) = 3.7 P(X > 4) = () - S ("oh.
n—k+1 (nfi+2) . (nfiJrl) o

Cette derniere somme est encore une fois télescopique, elle s’écrit ) 1] o1 o1

(Zﬁ) — (k-ku) = (Zﬁ), donc, apres simplification :
pix) < ) _nel
) k+1

Exercice 10 : MP 2025

Exercice 11 : MP

1. Soit p € N. On procede par récurrence sur ¢q. Les cas ¢ < p sont triviaux, et si la formule est
vraie pour g = p, alors elle ’est pour ¢+ 1 par formule du triangle de Pascal. D’ot le résultat.

2. — Loi de X.

L’univers € est ici ’ensemble des permutations d’un ensemble & a+b éléments, muni de
la probabilité uniforme. On a manifestement X (Q) = {a,a+1,...,a+ b}. Soit k € X ().

L’événement {X = k} est 'ensemble des tirages (permutations) pour lesquelles a — 1
boules blanches et k£ —a boules noires sont tirées lors des k£ — 1 premiers tirages, la derniere
boule blanche est tirée au k-eme tirage, et les a + b — k dernieres boules noires sont tirées
lors des a + b — k derniers tirages.

Ilya (Sj)a! = aéziigi configurations possibles pour les boules blanches (nombre de
choix possibles pour les rangs d’apparition des a — 1 premieres boules blanches, multiplié
par le nombre de permutations possibles des boules blanches) ; il y a ( kia) (k—a)! = m
configurations possibles pour les & — a premieres boules noires (nombre de choix possibles
pour ces boules noires, multiplié par le nombre de permutations possibles de ces boules) ;
et il y a (a + b — k)! configurations possibles pour les a + b — k derniéres boules tirées

(nombre de permutation de ces boules).

L’événement {X = k} est donc de cardinal aEZiigi X (a+2!_k)! X (a+b—Fk) = a(?k__l;;?!,
et de probabilité

~ Card({X = k}) a(k —1)!b!

P(X=k)= = .
( ) Card(£2) (k—a)l(a+0b)!
— Espérance de X.
a+b a+b ak!b! abla! a+b (k abla! (a+b+1
Ona BE(X) =3,  kP(X = k) = X5, (k—a)!(I;-&-b)! — (a+b)! Lok=a (a) - W( :4: )
par (a), soit apres simplification,
b+1
E(X) = M.

a+1



— Variance de X.
OnaV(X)=FEX?) - EX)*=EX(X+1))— E(X)— E(X)2 Or par transfert,

a+b

abla! k
E(X(X +1)) = ; k(k+1)P(X =k) = @i ;(k: +1) (a>
Et (k+1 ( ) = )(kH) done 3040 (k + )(k) (a+1)3et (ZE), et toujours par
(a), 0l (G ) Ziifl (uf2) = (“342"), d'oit finalement,
abla+1)! fa+b+2\ ala+b+2)(at+b+1)
BXX+1)= (a+b)! ( a+2 )_ a+2
On a donc
ala+b+2)(a+b+1) ala+b+1) ala+b+1)\°
V(X) = a+2  a+1 _( a+1 ) .

Exercice 12 : MP : Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de
X1

Bernouilli de parametre p € [0, 1[. On pose : U = : et M =U'U € M,({0,1}).
Xn
1. On calcule ( M = (X;.U Xo.U  X,.U ) doncrg(M)=0si U =0 et rg(M)=1sinon car
toutes les colonnes sont proportlonnelles a U. Donc rg(M) suit une loi de Bernouilli. De plus
P([rg(M))])) = P(ﬂ Xr = 0]) HP r = 0) = (1 —p)" par indépendance des Xj. Son
k=1

parametre vaut donc 1 — (1 — p)”.

Onatr(M) = Z X? et pour tout i € [1,n], X? suit une loi de Bernouilli de méme parametre
p que X; (le Vélr_i%ier) donc TrM suit une loi bindmiale de parametre (n,p) comme somme de
n variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Bernouilli.

2. On cherche P([M? = M]) =. Or M? = tr(M)M donc P((M? = M)) = P(tr(M) = 1) =
np(l—p)**.

3. On note V le vecteur colonne dont toutes les composantes valent 1 et S =t VMV =

tUV)(*tUV) Z X;)? avec Z X; qui suit une loi bindmiale de parametre (n,p) d’apres le

i=1
cours. Donc E(S) = V(S) + E(Z?zl X:)? =np(1 —p) + n?p?

Exercice 13 : MP

On note f la fonction ¢t €] — 2, 2[+— . Elle est de classe C* et pour tout ¢t €] — 2, 2],

[PEOE t
ft)=a@=t"", f't)=ala+1)2—t)""

1. Comme f(1) = 1, il s’agit de démontrer que f est développable en série entiére au voisinage de
zéro, avec un rayon de convergence au moins 1, et des coefficients positifs. Or le développement
du binéme affirme que pour tout t €| — 2,2[ :

fty=2" <1 . %)a _ Ta:i; <_na) (_%)n

n=1



La condition exposée plus haut est manifestement remplie. Grace a un théoreme d’existence

du cours, il existe un espace probabilisé (€2, T, P) et une variable aléatoire X a valeurs dans

N dont f est la fonction génératrice. La loi de X est donc donnée par
ala+1)---(a+n—1)

v N, P(X=n)=2¢ .
neN ( n) 21!

2. Si a € N* Pexpression de P(X = n) s’écrit Z*Q% = Q*Q%. La formule de

Stirling et la limite bien connue (1 + )" — e quand n — +o0o donnent alors

P(X=n) ~ 2@ (a+mn)otre=o 21(a + n) _ g (1 N g)n (o +n)o1/2ee N Eﬁ
n—ytoo 2" (a4 n)alnme="\/2mn n 2naly/n n—too l 27

3. Comme le rayon de convergence de G'x est strictement plus grand que 1, la somme Gx est
dérivable en 1, donc X possede une espérance et une variance données par

E(X)=Gx(1)=a

V(X)=G%(1)+G%(1) = [Gx(D]* = ala+1)+a—a® = 2a.
L’événement (X > A+a) = (X —E(X) > \) étant inclus dans (| X — E(X)| > ), la croissance
de P et I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev entrainent que
V(X) 2«

P(X 2 a+X) < P(IX = B(X)| > ) € =52 = =

Exercice 14 : Centrale

Il s’agit du lemme de Borel-Cantelli. La partie A envisagée est bien un événement par stabilité
de la tribu B par unions et intersections dénombrables.

1. Les événements B, = U/ A, forment une suite décroissante pour linclusion, donc par
continuité décroissante des lois de probabilité, P(A) = P(NgenBir) = limy 00 P(Br) =

2. Notons R, le reste d’ordre n de la série convergente > P(A,).

(a) Par positivité et sous-additivité des lois de probabilité, on a0 < P(U% A4,) < Y% P(A,) =
Ry_1. Do, par (a) et passage a la limite quand k — +o0, P(A) = 0.
(b) Soit w € . On pose I, = {k € N|w € Ai}. On a alors les équivalences

w € B <= I, est infini
<= [, n’est pas majoré
<~ VneN, dJk>n, weA;

<~ Vn €N, wEUAk

400 400

= wEﬂ(UAk).

n=0 k=n
Ainsi B = A, donc P(B) = 0.
3.0naA = ﬂ::i%( Z:; Ak) = Z:E)( Z:; Ak) = Z:())( Z:OZA_k) Alors, par positivité et
sous-additivité
0<KPA) L) P (ﬂ Ak> .
=0 k=n
On va montrer que tous les termes de la série majorante sont nuls, donc que P(A4) = 0, i.e.

que P(A) = 1.
Fixons n € N et posons By = ﬂfj:n A, pour N > n.




— La suite (By)n=n est décroissante pour l'inclusion, et pour tout N > n, on a (/22 A; C
By C Ay, d'ou ﬂ;ozon By = ﬂ;:; Apj. On en déduit par continuité décroissante que

+oo
P (D Ak> = Jim P(By).

— Par indépendance mutuelle des A; (donc des A;), on a P(By) = [[r_, P(Ay).

Montrer que P(By) tend vers 0 revient a montrer que In(P(By)) = Z]kvzn In(P(A))
tend vers —oo, i.e. que la série ), In(P(4y)) diverge, puisqu’elle est a termes négatifs.
Or

In(P(Ay)) =1In(1 — P(Ap)).
Si P(Ax) # 0, alors la série S In(P(Ay)) diverge grossierement. Si P(A;) — 0, alors
In(P(Ay)) ~ —P(Ayg), et donc la série (négative) > In(P(Ay)) est de méme nature que la
série > P(Ayg), donc diverge par hypothese.

La série Y, ., In(P(Ag)) diverge donc bien dans tous les cas.

On a donc P(By) — 0 quand N — +o0, et ainsi P( N} A;) =0, donc P(A) =0, et

P(A) =1.

Rq. Ce résultat montre par exemple que dans une suite de lancers d’'un dé a 6 faces
équilibré, la séquence 1 - 2-3-4-5-6 (ou n’importe quelle autre séquence finie) se produit presque
sirement une infinité de fois.

Exercice 15 : X ENS

1. La condition sur (g, )nen+ est Vn € N*| ¢, > 0 et z:g gn = 1, soit A\ = ﬁ

2. Par définition, @), admet une espérance si et seulement si la série ) | -, ng, converge (absolu-
ment). Soit, par le critere de Riemann, si et seulement si s > 2.

3. Soit py, ..., p, des nombres premiers distincts. Alors A, N---N A, est 'ensemble des entiers
divisibles par pq, ..., p, soit par le produit p; ...p,. Par conséquent,

Q. ( N A) =30k ) = S Al p) T = (10 = e = T,

1<i<n

Les A,, lorsque p parcourt I’ensemble des nombres premiers, forment donc une famille d’événements
mutuellement indépendants.

4. Soit N € N*. Pour tout n € [1; N], on a p,* = Q(A4,,) donc 1 — p,* = Q,(4,,). Par
indépendance mutuelle, il vient

ﬁ[l(l—pns)IQs< N A_m>sz<ﬂA_%)

1<n<N neN*

par le théoreme de continuité décroissante. Or Nyen+A,, est I'ensemble des entiers naturels
non nuls qui ne sont divisibles par aucun nombre premier, soit le singleton {1}. On a donc

Hg:l (1—-p;°) Fra— Qs {1}) == ﬁ, ou encore

il 1
}_[1 (1 —pns) N—)—l—oo) C(s).

5. On rappelle que lim, ., ( = +00. Soit A > 0. Par définition de la limite, il existe a > 1 tel que
Vse]l;al, ((s) > A.




511 ,s—>C()>Aquand

n11 _S>A Pour N > Ny, on a
alors Hfj:l ﬁ > Hi:f:l ﬁ > A. Ceci prouve que anl 171/% — +o0o quand N — +o0,

On fixe alors s € |1;a[. D’apres la question précédente, []

N — +00, donc il existe un entier Ny tel que VN > Ny, H

donc
N
> (1 - _) it
— Pn N—+o0
Autrement dit la série ), —In(1 — —) diverge, et comme —In(1 — pi) ~ 1 , le critere
d’équivalence des séries a termes posmfs permet de conclure que Zn>1 o dlverge

Exercice 16 : ENS
Cet exercice un peu hors-programme redémontre le résultat suivant : si (a;);c; est sommable, alors [
est au plus dénombrable.

1. Les A; étant incompatibles, si J est une partie finie de / Z P(A;) = P(Uies4;) < 1 donc la
ieJ
famille (P(A;));es est sommable .
1
Posons pour tout n € N*, B, = {i € I/P(A;) > —}. B, est fini car par incompatibilité
n

ZP ) <1 donc card B,, < n.

i€Bn
Onal={iel/P(A;)>0}=ULYB; est au plus dénombrable comme réunion dénombrable
d’ensembles finis.

2. Soit X une variable aléatoire discrete et X (Q2) = {z,,n € I} et I au plus dénombrable. Soit
ig € I tel que P(X = ;) # 0, alors P(X = z;,) = P((X = z;)) N (X = x,,)) = P(X = x;,)?
donc P(X = z;,) =1 et X est presque stirement constante.



