Lycée Francois 1er - PSI - 2025-2026

Préparation aux oraux : Analyse

Suites, séries

Exercice 1 : CCINP 2025 sans préparation Soit (u,), une suite de réels.
1. Montrer que (u,), a méme nature que » U, 11 — Uy,.
n
2. Soit pour tout n € N*, u,, = Z ema — n. Montrer que (uy), converge.
k=1

e Un

Exercice 2 : MT 2025 Soit (u,), définie par : ug > 0 et pour tout n € N, w1 = 1
n

1. Déterminer la limite de (uy,)p.
2. Déterminer la limite de (nuy,)p,.

3. Etudier la nature des séries > u, et Y nu,.

Exercice 3 : MT 2025 Soit (u,), une suite décroissante et de limite nulle et pour tout n € N,

n n
S, = E Uy V= N(Up — Upy1), T, = E vg. Exprimer T, en fonction de S, et en déduire que les
k=1 k=1
séries > u, et Y v, ont méme nature et qu’elles ont méme somme en cas de convergence.

Exercice 4 : MT 2025 Soit (a,), € (RT)N telle que ag # 0 et a; # 0, et pour tout n € N*,
P,=—a¢+ Z ap X"
k=1
1. Montrer que pour tout n € N*| il existe un unique u,, € R™ tel que P,(u,) = 0.
2. Montrer que (u,), converge.

3. On pose pour tout n € N, a,, = n + 1. Quelle est la limite ¢ de (u,), ? Donner un équivalent

de u,, — ¢.

Exercice 5 : CCINP Montrer qu'il existe o € R tel que = +a+o(l).

Exercice 6 : MP

n @
n
1. Soit a > 1. Montrer que E El o —.
o
k=1

2. Soit P € R[X]| de degré p > 2. Déterminer un équivalent de Z P(k).
k=1

Exercice 7 : CCINP 2022

n

u
Soient (uy), € (R™*)N, a > 0, et pout tout n € N: S, = Zuk, vy = S—n et w, =
k=0 n

1. Si (un)n est la suite constante égale a 1, déterminer la nature des séries Y w,, > Up, Y Wy.

Unp,

S_’gj.

2. On suppose que la série Y u,, converge.

(a) Montrer que la suite (S,,), converge vers une limite strictement positive.
(b) Déterminer un équivalent de v,, et de w,. En déduire la nature des séries > v,, > w,.

3. On suppose que la série > u,, diverge.



(a) Supposons que la suite (v,), converge vers 0. Montrer que In(S,) — In(S,_1) ~ v,.

(b) Montrer que la série > v, diverge.

(¢) On suppose a < 1. Déterminer la nature de > wy,.
Shn

(d) On suppose ici a > 1. Montrer que pour tout n € N : w, < / t—adt. En déduire la
S’nfl

nature de la série > wy,.

Exercice 8 : MT sans préparation

+o0 +oo 2
1
Calculer E m en sachant que E E = %
n=1 n=1

Exercice 9 : CCINP Pour tout n € N, on pose a,, = fol "1 — t2dt.

1. Montrer que (a,) est décroissante. Calculer ag et a;.

2. Montrer que Vn € N, a,,0 = Z—iian. En déduire que a,, ~ a, 1.

3. Montrer que la suite de terme général (n + 1)(n + 2)(n + 3)ana,11 est constante. En déduire
un équivalent de a,,. Quelle est la nature de la série de terme général a,, ?

Exercice 10 : CCINP
Soit, pour n € N*, f,: x +— na® + n’x — 2.
1. Montrer que pour tout n € N*, f,, possede une unique racine réelle que 1’on note u,,.

2. Etudier la suite (u,)nen+ et la convergence de la série de terme général u selon les valeurs de
a.

' n
Exercice 11 : MP Soient x € R, et, pour n € N*, u,, = n Hln(l + %)
xTL
k=1

1. Déterminer la nature de la série de terme général In(u, 1) — In(u,). En déduire que la suite
(Un)nen+ est convergente ; déterminer sa limite.

2. Trouver a € R tel que la série de terme général In(u,41) — In(u,) — aln(1 + L) converge.

3. En déduire un équivalent de u,, puis la nature de la série de terme général u,, en fonction de
x.

Exercice 12 : MP Soient 6 € R\ 27Z. On pose, pour n € N*, u,, = w et S, = > _, cos(kb).
1. Montrer que (S,) est bornée.
2. En remarquant que S,, — S,_1 = cos(nf), montrer que la série de terme général u,, converge.
3. En utilisant I'inégalité | cos z| > cos® z pour tout z € R, montrer que la série de terme général

|un,| diverge.

Fonctions, dérivées, intégration sur un segment

Exercice 13 : CCINP 2025 sans préparation Soit f € C*°(R,R). On pose F(z) = fol f(xt)dt

1. Montrer que F' est de classe C* sur R.

fz) — f(0)

2. En déduire que la fonction s +—> se prolonge en une fonction de classe C* sur R.

Exercice 13 : CCINP Soit f: z — o+ In(1 + z).

1. Montrer que f est une bijection de | — 1, +oo[ sur R. Montrer que g, la bijection réciproque
de f, est de classe C*.

2. Calculer ¢g(0) et ¢’(0). Montrer que g admet un développement limité d’ordre 3 en 0 et le
calculer.



Exercice 14 : CCINP Soient E = C*(R,R) et, si f € E, u(f): 2 € R [ €' f(x — t)dt. Montrer
que u est un endomorphisme de E. Déterminer ses éléments propres.

Exercice 15 : Centrale Trouver les f: R — R continues telles que

Vz € R, f(x)—f(%)zln(1+%2>.

Exercice 16 : ENSAM Soit C = C°(R4,R). Pour f € C, on pose ¢g: x € R%, — %ffg f(t)dt
1. Montrer que g est continue et dérivable sur |0, 4+o00[. Exprimer ¢'(z) en fonction de g(x), de
f(z) et de f(x?).
2. Montrer que g est prolongeable par continuité en 0, et préciser par quelle valeur.
3. Soit @ la fonction qui a f associe g. Montrer que ® est un endomorphisme de C. Cet endo-

morphisme est-il surjectif ?

Espaces vectoriels normés

Exercice 17 : Centrale 2025
Soit f: M = (my) € My(R) = > myj et [||| : M = (my;) = max; ; [m; ;1.

1. Montrer que f est linéaire et continue.
2. Montrer que VM € O,(R), || M]|| < 1.

3. Montrer qu'il existe A € M, (R) tel que pour tout M € O,(R), f(M) < f(A) .On pourra
utiliser ® : A € M, (R) — AAT —1I,,.

Exercice 17 : MT 2023

—t 12
SoitM:R—>M2(R),tr—>(2€1 (t 01) )

L. Montrer que ||.|[oo : M2(R) — R, A = (a;;) = sup, ; |a;;| est une norme sur M(R).
2. Soit & : R — R*t — ||M(t)||co. Exprimer ®(t) pour t € RT. ¢ est-elle continue sur RT ?

Exercice 18 : MT

Soient n > 2, A € M,,(C) et B € M,,1(C). On suppose que A est diagonalisable et que ses valeurs
propres sont de modules strictement plus petits que 1. On définit une suite de vecteurs colonnes par
la donnée d’une colonne X et la relation de récurrence X, = AX, + B.

1. Montrer que A — I,, est inversible. En déduire qu’il existe un unique vecteur colonne S tel que

S=AS+B.
2. Montrer que, pour tout p, X, =S + AP(X, — 9). Etudier la convergence de (X,).
Exercice 19 : IMT
Soit > le sous-espace de CN formé des suites bornées. On munit £*° de la norme infinie || [|o :

(Un)n > SUD,ey |Unl|. ST u = (uy,) € £%°, on note A(u) la suite de terme général u, 1 — u,. Montrer
que A est un endomorphisme continu de £°°.
Calculer [|A]l ott [JA]] = sup{||A(u);u € £ul| = 1}.

Exercice 20 : CCINP
On munit £ = M, (C) delanorme || || définie par : VM = (m; j)1<ij<n € E, || M|| = maxi<; j<n [mijl.

1. Soient X € M, 1(C) et P € GL,(C). Montrer que les applications M +— MX et M
P~ M P sont continues.

2. Montrer que l'application (M, N) — MN est continue.



3. Soit A € E. On suppose que la suite (||A"||),>1 est bornée. Montrer que les valeurs propres
de A sont de module < 1.

Exercice 21 : Centrale
Soit E I'ensemble des (x,),>0 € RY telles que la série de terme général z2 converge.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de RY.

. Montrer que I'application qui & (z,) € E associe ||(z,,)| = (3275 #2)'/2 définit une norme.

2
3. Soit F': (z,) € E +— xy € R. L’application F est-elle continue ?
4

. Si (z,) € E, montrer que la suite de terme général z,, + x,41 est dans E. L’application
G: (zp)ns0 € E — (xy, + Tpi1)ns0 € E est-elle continue ?

Exercice 22 : Centrale
On munit £ = C°([0,1],R) de la norme donnée par Vf € E, || f|l2 = (fol fHY2 Soit @: f € E
fol |f|. Montrer que ® est une application continue de (E, || ||2) dans R.

Exercice 23 : MP
Soit (E,( , )) un espace euclidien. Si v € L(E), on pose N(u) = sup{||u(z)||, x € E et ||z| = 1}.

1. Montrer que N définit une norme sur L(E).
2. Soient u et v dans L(E). Comparer N(vou) a N(u)N(v).
3. Soit u € S(F). Montrer que u € STT(E) <= inf{(z,u(x)), r € E et ||z|]| =1} > 0.

Suites et séries de fonctions

Exercice 24 : CCINP 2024

In(1 + n2z2
On pose pour tout n € N* et x € R : u,(x) = %

1. Déterminer le domaine de convergence D de la série > u,(x). On note pour tout x € D,
S(w) = 32,25 un(@).
2. Montrer que S est continue.

s . / . ’ o7 . s,
3. Montrer que la série > u, converge uniformément. On pourra utiliser une comparaison série
intégrale.

4. Montrer que S est de classe C! sur R*.

Exercice 25 : CCINP 2024
1
Soit pour tout n € N I,, = / e Tt dt.
0

1. Définition et signe de I,,.

2. Variations de (I,,)s,.

3. (a) Limite de (1,,)pn.
(b) Montrer que pour tout n € N*, (n+ 1), + I,_1 = e !
(¢) Montrer que I,, ~ 71

4. Déterminer la nature de ) I,, et > (—1)"I,.

5. Quel est le rayon de convergence R de la série entiere > I,2™ ? On notera g sa somme.

etz si t #0

0sife0 Etudier la

6. On note pour tout n € N, z €] — R, R[ et t € [0,1] : g,(t) = {

convergence normale de Y g,.

7. Donner une expression intégrale de g(x).



Exercice 26 : CCINP 2024

1 2
1+4+t°\»
Soit pour tout n € N : a,, = / ( —; ) dt.
0

1. Montrer que (a,), converge et déterminer sa limite.

2. Montrer que > (—1)"a, converge.
3. On considere la série entiere > a,x™.
1
(a) Montrer que pour tout n € N, a,, > 5.
(b) En déduire le rayon de convergence R de la série entiere. On note g sa somme.
(c) Montrer que pour tout n € N, (2n + 3)an41 = 1+ (n + 1)a,.

4. Montrer que g est solution d’une équation différentielle que I'on précisera.

Exercice 27 : CCINP 2022 sans préparation
sin(nz)

Soit pour tout n € N, pour tout € R : u,(z) = ‘
n!

1. Etudier la convergence simple, uniforme, normale de ) u,,.

2. Montrer que sa somme est de classe C'*°.

Exercice 28 : ENSEA 2024

Soit pour tout = € R et tout n € N*, f,(z) = COS(TM).

1. Montrer que converge uniformément vers une fonction ue l'on précisera.
n)n

! cos(nx)

dx.

2. Calculer lim
n—-+oo 0 n

Exercice 29 : MT 2024
400 6—(:5—&—%)"
Calculer Iim —dx.
n—+oo [ \/E

Exercice 30 : ENSEA 2021 : sans préparation

. . . (—1)me
On considere la série de fonctions : E —_—
n

n

1. Etudier sa convergence simple puis sa convergence uniforme.

2. Calculer sa somme.

Exercice 31 : CCINP 2021

x
On pose pour tout n € N* et pour tout = > 0, u,(x) =

V(1 +na?)
1. Montrer que pour tout x > 0, la série > u,(z) converge.
+oo
2. On note f : 2z — Zun(x)
n=1
(a) Etudier la convergence normale de > u,, sur R*.
(b) Soit a > 0. Etudier la convergence normale de de > u, sur [a, +0o0.
+oo
3. On note pour tout n € N et pour tout + >0 : R, (x) = Z ug(z).
k=n+1

Vnx
a) Montrer que pour tout n € N*, R, (x) — Rop () > —————.

(b) En déduire que ) u, ne converge pas uniformément sur R*.



4. On admet que pour tout x > 0 :

(%) 2arctan( ) < f(z) < 2arctan(%) + 1 fo

Déterminer la limite de f en 0. La fonction f est-elle continue ?
5. Montrer (x).

Exercice 32 : CCINP
Soient a €] — 1, 1[ et f : x> > sin(a"x). Montrer que f est de classe C* sur R.

Exercice 33 : CCINP
Justifier 'existence de S = Z nl) et de I = fo x”dx. Montrer que I = S.

Exercice 34 : CCINP

+oo n

a
it R et :E :
Soit a € R et S(x) 2iua

1. Déterminer suivant les valeurs de a le domaine de définition de S.

2. Soit a tel que |a| < 1.
(a) Montrer que S est continue sur R .
(

b) Déterminer une relation entre S(x + 1) et S(x).
(c¢) Déterminer un équivalent de S en 0.
)

(d) Déterminer la limite de S en +oc.

Exercice 35 : MT Soit u,(t) = (—1)" 1t:n2'

“+oo
1. Domaine de définition de f: ¢ — Z up, (t)

n=0
2. Montrer que ) u, converge normalement sur tout segment de [0, 1.
3. Bquivalent de v, = [} [uy].
4. Nature de Y v,.
5

L 1 , .. -
. Ecrire fo f comme somme d’une série numérique.

—1)"

Exercice 36 : MT Soit f: x — Z > 2
LXercice z24+n

1. Montrer que f est définie et continue sur R.

2. Montrer que [ est intégrable sur R, et calculer f0+°° f(z)dz.

Exercice 37 : MP 2024

Soit § € R\ 27Z.

1= i0\n n o _iké

ZGL.)dt = c_
1 — tet — k

1
1. Montrer que / e
0

ik
2. En déduire que la série Z ¢ k:
k

—dt
o 1 —tet
0 = cos(kf 1
cos(k9) converge et que Z % =3 In(2 — 2 cos(0)).
k=1

3. Montrer que Z

in(k6 ko) 1
4. Montrer que pour tout € €]0, T : Z sin(k6) converge et que Z sm( ) = 5(71’ —0).

2 [ k

k=1



—nx

e

+oo
E ice 38 : X Soit f: x — 1)t —.
xercice oit f:x nZ:O( ) T
1. Montrer que f est de classe C*™.

2. Trouver une équation différentielle vérifiée par f.

Exercice 39 : Centrale Soient f: R — R et, pour n € N, u,: x — D f@)

1. Justifier I'existence de S(z) = 3°° u,(z). La convergence est-elle uniforme ?
2. Montrer que si f est continue, S l'est aussi. Réciproque ?
Exercice 40 : MP Pour x > 0, on pose f(z) = >/ m

1. Justifier I'existence de f.

2. Trouver un équivalent de f en +ooc.

3. Trouver un polynéme P tel que f(z) — % = o(=5) lorsque  tend vers +o0.
+oo e~ N
Exercice 41 : Centrale Soit f: z — .
framd

n=1
1. Déterminer I'’ensemble de définition Dy de f et étudier la continuité de f sur Dy.
2. La série définissant f est-elle uniformément convergente sur Dy 7

3. Existe-t-il une fonction polynomiale qui coincide avec f sur un intervalle non vide et non
réduit a un point de Dy ?

4. Trouver un équivalent de f(z) quand x tend vers 07 et quand x tend vers +oc.

Exercice 42 : MP 2025 On pose pour tout n € N*, Vo €] — 1,1[, u,(z) = .
—_ xn

1. Montrer que f est bien définie et de classe C* sur | — 1, 1].

et f(z) =

2. On pose pour tout = € [0, 1] v,(x) = (1 — z)u, (). Montrer que Y v, converge uniformément
sur [0, 1].

3. En déduire un équivalent de f en -1.

Intégrales généralisées, intégrales a parametres

Exercice 43 : MT 2025

+00 3
Soit f:x— / Sli;(t) dt.

1. Montrer que f est bien définie pour tout z > 0.

sin(?)
12

1
2. Montrer que f(z) ~ —In(x). (indication : mq ¢t — —7 est intégrable sur ]0, 1])

1
3. Montrer que f(z) = O<—2>
x
Exercice 44 : CCINP 2025

T sin(na
Soit pour n € N*, I, = / #dx.
o L1+nix3

1. Justifier que I, est bien définie pour tout n € N*.

1
1 - . -1
2. Montrer que I, = —J, avec .J, = 0+ H%Mdt.
ns 1413
+o0 "
3. Montrer que J,, = K avec K :/ dt.
o 1+



+oo
4. Montrer que K :/
0

5. En déduire qu

1
143

e 2K = f0+°o Lt dt puis que 2K = 4\/_g

dt.

1443

6. En déduire un équivalent de I, puis la nature de la série Y I,,.

Exercice 45 : CCINP 2025
+o0 N +oo e—x(1+t2)
On note A = / e “dr et U(x) = / ——dt.
0 0

1+1¢2

1. Montrer que ¥ est définie et continue sur R*.

2. Montrer que ¥ est de classe C! sur R,

3. Déterminer ¥(0) et la limite de ¥ en +o0.

4. Montrer que :

e—l‘

7

Ve >0, ¥ (z) = —-A

5. Montrer que f0+oo ' (z)dw = —2A? et déterminer A.

Exercice 45 : MT 2023 sans préparation

b cos(t)

Soient a, b > 0. Déterminer la limite quand = — 0 de / dt.
Exercice 46 : CCINP 2023
+oo L; t
Soit, I = / sinl) 4,
0 sh(t)
1. Montrer la convergence de l'intégrale.
2. Mont | tt>02_t'(t)§ ~ou _ SI(0)
. Montrer que pour tou e~ 'sin e = —=.
+o0 1
3. Montrer que I = 2 m
4. Montrer que : % <I< %—f— 1.

Exercice 47 : CCINP sans préparation 2022

“+00
Soitf:x»—>/
0

e—xt
TP dt. Déterminer le domaine de définition D de f, puis montrer que f est

continue sur D. Etudier la limite de f en +oc.

Exercice 48 : CCINP 2021

tCL’

1
it f: dt.
Soit f :1:»—>/0 11

1. Déterminer le

1
2. Calculer f(i)

domaine de définition de f.

a l'aide du changement de variables t = u?.

Exercice 49 : CCINP 2021

+o00 e—mt
1. Montrer que pour tout x > 0, / dt converge.
0

2. On pose pour

1+t
e—mt

141

dt.

+oo
tout © > 0, F(x) :/
0

(a) Montrer que F' est a valeurs positives et décroissante sur R**.



(b) Calculer lim F(z).

r—r-+00

3. Montrer que F est O sur R**. Exprimer F(z) — F' () en fonction de x, en déduire que F est
de classe C*° sur R™*.

+oo
4. Montrer que pour tout > 0, F(x) = ex/ e—dt En déduire lim F(x).

z—0t

5. Trouver un équivalent de F'(x) en 07.

Exercice 50 : CCINP Soient I, = [ t"e "dt et f: x> [ cos(at)e " dt.

1. Etablir la convergence de (In)

2. Exprimer Iy, en fonction de Is,_5. Montrer que I, = gﬂ}{j

3. Donner le domaine de définition de f. Donner le développement en série entiere du cosinus;
en déduire une expression de f(z).

Exercice 51 : MT Soit f: y f+oo wdt
1. Montrer que f est de classe C' sur R* et calculer f'(y) pour y € R%.

2. Déterminer la limite de f en +oo0.

3. En déduire une expression de f.

Exercice 52 : IMT
Etudier la convergence de f0+°° ln(l_ﬁ,m)ﬁdx pour a € R.

Exercice 53 : CCINP Soit, pourn>1: 1, = [ (Hfl%.
1. Démontrer l'existence de [,, et trouver sa hmlte quand n — oo.
2. En posant u = %, montrer que [} = 5 0+°O 11“4 du. Puis, en posant v = u — =, calculer I;.
3. Calculer I,.

Exercice 54 : MP

Soient, pour n € N*, u,, = OW/Q sin2n+1)t 2n+1)tdt et v, = OW/Q —Sin(;ﬁjl)tdt.

1. Justifier 'existence de [ = fOJrOO S‘?tdt.

2. Montrer que la suite (v,) est constante.

3. Montrer que |u, —v,| — 0.

4. En déduire la valeur de I.

Exercice 55 : Centrale

Soient f: x f el

et et g: xr—>f+oo <t

1+¢2

1. Montrer que f est de classe C? sur R.
2. Montrer que g est de classe C! sur R*.

3. Trouver une équation différentielle vérifiée par g. En déduire g puis f.

Exercice 56 : Centrale
Soit s un nombre complexe de partie réelle > 0.

+oo
0

2. Montrer que I,,(s) = [ t*"1(1 — £)"dt converge. Quelle est la limite de I,,(s) lorsque n tend
vers 400 ?

1. Montrer que I'(s) = e 't5~1dt converge.

n!n?
. Mont li =TI'(s).
3. Montrer que dim P S P (s)

Exercice 57 : Centrale

Soita>1etf:xr—>f1+°°(tzf#)a.

1. Déterminer le domaine de définition de f.




2. Montrer que f est de classe C! sur son domaine de définition.

3. Etudier I'intégrabilité de f sur son domaine de définition.
n

1
Exercice 58 : MP 2025 Soit pour tout n € N*, u,, = E SN
n
k=1

1. Déterminer un équivalent de u,, au voisinage de +ooc.

2. On pose [, = / +O° Sl?(n? dt. Montrer que I,, est bien définie. Trouver un équivalent de I,, en
+00. ° ‘

sin(t)
t

dt.

—+oco
3. En déduire la valeur de /
0

Séries entiéres

+00
Exercice 59 : Centrale 2025 Soit ¢ €]0, 7[, et f(z) = Zsin(n@)x”.
n=0

1. Montrer par I'absurde que sin(nf) ne tend pas vers 0 quand n — +o0.
2. Donner le rayon de convergence de la série entiere Y sin(n#)z™ en justifiant.

3. Déterminer la limite en 1~ de f.

+oo
4. Soit (a,)n, € RT telle que Y a, diverge et R(>_ a,z™) = 1. Montrer que lim,_ Zanx” =
n=0
+00.
e — 1
Exercice 60 : MP 2025 Soit f: R — R telle que pour tout x € R*, f(x) = et f(0) =0.

1. Montrer que f est de classe C*°.
2. Montrer que f est une bijection de R sur R.
3. Déterminer le DL & I'ordre 5 en 0 de f~1.

Exercice 61 : MP 2025
(—1)*
k!

. On admet le théoreme de Césaro.

ug = 1 et pour tout n € N, w11 = u,, + Z
k=0
1. Equivalent de u,, en 400. Rayon de convergence R de Z Upz".
+oo
2. Pour z €] — R, R], calcul de f(z) = Zunx”
n=0

Exercice 62 : CCINP 2021
T
Soit pour tout n € N : [, = / (tan(t))"dt. Soit Z I,x" la série entiere de rayon de convergence R.
0

n

xn—l—l

n+1

1. Déterminer le rayon de convergence de Z

™
2. (a) Montrer que pour tout n € N, 0 < [, < 1 et que R > 1.
1
n+1
3. En utilisant 2.b. et la monotonie de (1,),, déterminer un équivalent de I,,, puis déterminer R.

4. Nature des séries an et Z(—l)"ln.

(b) Montrer que pour tout n € N, I, 0 + I,, =



Exercice 63 : CCINP Rayon de convergence et somme de la série entiere de terme général
cos(2n7/3) n
— ===,

n

+00 3n ..n

Exercice 64 : CCINP Rayon de convergence et somme de f: x +—>

n=1l n+42

Exercice 65 : Centrale

1. Calculer, pour (p,q) € N*: [, , = fol tP(1 — t)%dt.

— (n))?

2. Rayon de convergence et somme de x — ; m "
Exercice 66 : Centrale

1. Donner le développement en série entiere de f(x) = (1 + x)~Y/2 et préciser son rayon de

convergence.
2. Donner le rayon de convergence, puis une expression simple de la somme de Z@O %

Exercice 67 : IMT

Convergence et somme de la série de terme général u,, = 1

n(2n—1)2n°

Exercice 68 : Centrale

On pose u, = ln(%ﬁ) pour n € N avec n > 2.

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere de terme général u,x™.

2. Etudier la série aux bornes de l'intervalle de convergence.

Equations différentielles, calcul différentiel

Exercice 69 : CCP Soit 'équation (E) :y —y =e .

1. Exprimer les solutions de (F) en fonction de w.

2. Montrer que ¢ — et~

x tend vers Fo0.

est intégrable sur R. En déduire que u possede des limites finies quand

3. Montrer que les solutions de (E) ont toutes pour limite zéro quand z tend vers —oco.
4. Montrer qu’il existe une solution de (£) qui a pour limite zéro quand z tend vers +oo.
5. Que dire des solutions de (F) : ¢/ +y =e*"?

Exercice 70 : CCINP Intégrer I'équation différentielle 22 f'(z) + f(x) = 1. Trouver une solution
sur R.

Exercice 71 : Centrale

1. Déterminer une solution développable en série entiere au voisinage de 0 et non nulle de (*) :
(2?2 = 1)y" +3zy +y =0.

w/2

0

3. En déduire une expression d’une solution de (*) sur | — 1, 1].

2. Pour n € N, on pose W,, = cos™ 0df. Exprimer W, 5 en fonction de W, et de n.

Exercice 72 : CCINP Soit o € R.
On considére lapplication définie sur R? par pour tout (z,y) € R? :

o= |y si (@) £ (0,0)
f@9) {asi(x,y):(qo)

1. Prouver que : V(z,y) € R?, 2? + y? — zy > 3(2* + ¢?).
2. (a) Quel est le domaine de définition de f 7



(b) Déterminer o € R pour que f soit continue sur R.

(¢) Dans cette question on suppose que a = 0.

i. Justifier 'existence de g—i et de g—‘; sur R?\ {(0,0}.
8f(0 0) et de ?(0,0) et les calculer.
Y

iii. f est-elle de classe C'* sur R??

ii. Justifier l'existence de

Exercice 73 : CCINP Déterminer les extrema de f: (z,y) — (22 — 1)? + (22 — e¥)2.
Exercice 74 : CCINP Soit f : R? = R, (z,y) — "% Etudier les extrema de f.

Exercice 75 : Centrale Soit f: (z,y) € R x R*  y(2? + In*y). Déterminer les extrema de f et
préciser leur nature globale ou locale.

Exercice 76 : Centrale

Soit f € C*(R?* R). On suppose que V(z,y) € (R*)?, |f(z) — f(y)| < ||z — y||*. Montrer que f est
constante.

Exercice 77 : Centrale Soient h : (u,v) € R™* xR — (#,v) et D= {(x,y) € R* | 2z > y*}.
On considere 1’équation aux dérivées partielles

32@ 890

a) Montrer que h réalise une bijection de R™ x R sur D.
b) Montrer que h et h~! sont de classe C2.
c¢) Résoudre (F) sur D en effectuant le changement de variable (x,y) = h(u,v).

Exercice 78 : Centrale Soient f € C32(R,R) et F': (z1,...,7,) € R™\{(0,...,0)} = f(y/22 + -+ 22).

Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que AF = 0.

Exercice 79 : Centrale Déterminer 'ensemble des f € C*(R,R) telles que 3 o f —4 ai:ay 382f = 0.
On pourra poser u = ax + y et v = bxr 4+ y avec a et b bien choisis.

Exercice 80 : CCINP Soit (S) la surface de R® d’équation xyz = 1.

1. Déterminer I’équation du plan tangent a (S) au point Mj.

2. On note (P) ce plan tangent. Déterminer la distance de O a (P).

Exercice 81 : Centrale Soit () la surface d’équation x(z — 1)(z + 1) + (z + 1)y* + (z — 1)2% = 0.
1. Déterminer, suivant a € R, la nature de I'intersection de (S) et du plan d’équation = = a.
2. Déterminer 'ensemble des droites incluses dans (.5).

3. Montrer que tous les points de (S) sont réguliers.

Exercice 82 : MP 2024

Soit (E) : (1 — 2?)y" — 3zy" + n(n + 2)y = 0. Montrer que y est solution sur | — 1,1[ de (E) si
et seulement si z : 0 — sin(f)y(cos(f)) est solution sur |0, 7| d’'une équation a déterminer puis en
déduire I'ensemble des solutions de (E).



