Révision e

— Relation de comparaison et suites numériques —

Utilité

—+ connaitre le comportement local d’une suite a parfir d'un certain rang
(limite, levée d’mdéterminée "0 x oo” , " 2" | »1+o07)

—+ outil indispensable pour ’étude des séries

Définitions : Soit (@ )nen unc suitc de nombres récls ou complexes non nuls, soit (2n)nen une suite de nombres
réels ou complexes
1) relation de domination : la suite (n)nen est dominée par la suite (on)nen

tn = O(an) <= il existe une suite (b, )nen bornée telle que Vn &€ N u, = b,a,,

— o cst unc suitc bornée
CQn neN
<~ AM>0Vn €N|u, |< M| ay |

2) relation de prépondérance : la suite (u,)nen est négligeable devant la suite (otn)nen
u, =o(a,) <= il existe une suite (¢, )nen de limite nulle telle que ¥a u, = e a,

(L3

. e
— ~—~) est une suite de limite nulle
Cn

= Ve>03ngVn2mng|us|<e|an|
3) équivalences de deux suites : soient (,)nen, (V5 )nen deux suites de nombres réels ou complexes non nuls

Up ~ VU = Uy —Up =0(y,)
4= lim u—"’)=1

n—o0 \ U,

<= il existe une suite (¢on)nen de limite 1 telle que Vn u, = @ v,

Exemples :
un, =((1) signifie (u,) est une suite bornée
u, =o(l) signifie Iﬂ:tgouﬂ =0
n

Uy ~ 1 signifie  lim w, =1

n—+o0

Remarques : |un =ofv,) = u, = O(tﬁ”un ~ Uy = Uy = Ovn) &6 v, = O(un)[

Comparaisons des suites de référence : n > n*, n+ (Inn)?, n— n! (Limites classiques & connaitre)

a>0,8>0, -]ﬂ-l (lnn)?n=2 =0 donc‘a >0,8>0, (lnn)? = o(n“‘)' (@, B fixés (indépendants de n))
: n~—-+co

v>0,c€R, hI_E n“e ™ =0 doncl'y>0,aeR,n°‘=o(e'T“)| (7, o fixés (indépendants de n)
Ti—+00

1
v>0,eR, h.t_lr_x n% "™ =0|donc|y>0,a€R, e”“‘“":o(—) (v, o fixés )
n—4co

ne«

O<a<l,acR, 11)1_'[_1 n®a™ =0 donc|0<a<1,aE]R, a":c(niﬂ))| (a, o fixé)
s (= =]

Régles de calcul pour les relations de domination et de prépondérance :

— transitivité : ::: 8((5’3 } =t = O(wn) |, ::::((5}:))} = tt, = 0(twy)

t, = Ofvn)

Un, = o(wy,)

Uy = o(vy,)

~ transitivité mixte : } =gyl } = Uy = 0(wp)

— stabilité par produit : z: : 88:)) } = UV, = O(Tnin) |, :: : zg:)) } = UnUp = o(ToYy,)

un=o(vn)}=;>u,,+w,.=0(vn) ) :;:8%23}=>Hn+wn=0(”n)

— Somme :
Wn = O(’Un)




— produit par un scalaire : tn = o{tn) } = M, = o(vy) |, un = Ofvn) } = Au, = Ofv,)

AER AER
A U = O(vs) .
— limite : nB_I»EoU“=G =>nh_13goun—0
Reégles de calcul pour les équivalents pour des suites de nombres-non nuls
Up = Qp +Un
= ——2 ~ (Y.
Vp = O( an) } Un n
applicalion : on pourra utiliser un développement limilé de u,, pour délerminer un équivalent de u,
par exemple :
A 2 1 1
mEEtEtelE) T e
— transitivite| ™~ n } = tip ~ Wy
Un ~ Wy
— stabilité par produit : | """ ® } = u, Ty ~ Uy |- stabilité par quotient : Yerind o En o
Tn ™~ Yn Tn ™~ UYn I, Un

— stabilité par puissance fixe : (u,,), (v,,) étant des suites de nombres récls strictement positifs , o un réel fixé
alors :

[(Un ~ v =>uf ~ 0 |

— stabilité par passage au module : | Uy ~ Up = [ty | ~ Ivn{]

— équivalent ot limite : | lim v, =LER" = u, ~ L |,

n—rco

Up ™~ Un .
li_{n u, = L € RU {400, —00} =>nh_{1§°v“=1’
n o0

— signe d’une suite réelle & partir d’un certain rang : (), (v,) étant des suites réelles

U, ~ Up, = & partir d’un certain rang (u,) et (v,) sont de méme signe

4 partir d’un certain rang ng
(u») est minorée par un nombre strictement positif

]jman=LetL>0=>{

n—+00

— équivalent et logarithme 1 (uy,), (v,) étant des suites de nombres réels strisctement positifs
lim Up =1 =>In{u,) ~u, -1

i wn = L € (R U {4ooD) \ {1J '
et iy } = In(u,) ~ In(v,)

[MISE EN GARDE]
(1) (un =o(vn) €6 Tn = o(Yn) # (tn + Tn = o(¥r +¥a))
(2) (un = O(vn) €t Tn = Oyn) # (un +Zn = O(vn + yn))
(3) (tn ~ Un €t Ty ~ ) P (tn +Tr ~ vy + )

Meéthode : pour chercher ’équivalent d'une somme
— soit factoriscr par le terme prépondérant et utiliser les régles valables pour le produit
— soit utiliser des développements limités au méme ordre de chaque terme

{4) pas de régle pour la composition
Un ~ Un 7 xP(Un) ~ exp(Vn)
Un ~ Un 7> f(un) ~ f(vn)
u, ~v, ¥ u’ ~ v ( source d’crrcur fréquente)
(5) une suite équivalente & une suite monotone n’est pas nécessairement monotone (méme & partir d'un certain
rang)



