PSI Preuve de la formule de Stirling 1

Partie I : Intégrales de Wallis
Pour tout n de N, on définit W,, = /’2' (cos(t))™ dt .
0
1. Calculer W, et W;.
2. Etudier la monotonie de la suite (W,,)nen.
3. Justifier que Vn € N, W,, > 0.
4. Exprimer W, 5 en fonction de W,,.
5. Montrer que la suite ((n+1)W,,11 W, )nen est une suite constante dont on donnera la valeur.

6. Montrer que W, 1 ~ W,, pour n au voisinage de +oco (on pourra faire apparaitre un enca-

drement). En déduire que W,, ~ 21
n

7. Pour tout n de N, exprimer W, et Wy, 1 a 'aide de factorielles.

Partie II : Formule de Stirling

On considere la fonction f : ¢ +— —In(¢) et on définit la suite (wy,),>2 par :

Vn =2, w,= /nlf(t)dt— f(n)

nodt "t—n+1
1. Montrer que Vn > 2, w, = / — —i—/ ——2dt.
n—1 2t —1 t

1 " n—=t)(1—(n—t
2. Montrer que Vn > 2 w, = 5 [In(n) —In(n — 1)] =4, avec 6,, = / (n =) 5 (n ))dt_
n—1
"ol
3. Justifier que Vn > 2 0< 4, < / @dt.
n—1

4. En déduire la convergence de la série ) d,.

1 »
5. Montrer que : Vp > 2, In(p!) = éln(p) +/ In(t)dt — Zén.
1

n=2

6. En déduire I'existence d’un réel strictement positif a tel que :
P~y apPtze?

7. En utilisant I'équivalent précédent et I'expression de Ws, trouvée en partie I question 7,
justifier I’équivalent :
n n
n! ~ (—) 2mn

e



