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Dans tout ce chapitre I désigne un intervalle de R non vide et non réduit a un point et K désigne
le corps des réels ou des complexes.

On considere alors une suite de fonctions (f,),en telle que Yn € N, f,, est définie sur I et est a
valeurs dans K.

Si f: 1 C R — K est bornée sur I, on notera || f||L, = Supl|f(z)].
zel

Comme pour les séries numériques, a la suite de fonctions ( f,),en, on associe la série de fonctions
> fn et la suite des sommes partielles (S,),en associée, qui est la suite de fonctions :

I —K
p
Vp € N, Sp. IHan(l')
n=0

Ezxemples :

p n
x x

o Sif,:x— — alors, Vpe N*, S,:x~ g —. On sait que Vz € R, lim S,(z) = e".
n! — n!

p—+00

1 — p+1
Ld 1—x six#1
0Sifn:xHx”alors,Sp:tzmnz -
" 1 siz=1

On sait que la suite (S, (z)),en converge si et seulement si |z| < 1, et dans ce cas lirf Sp(z) =
p—>+00

1 Modes de convergence

1.1 Convergence simple sur un intervalle

Definition 1.1

On dit que la série de fonctions ) f,, converge simplement sur 'intervalle [ si et seulement si
pour tout = de I la série numérique ) f,,(z) converge.

Ce qui revient & dire que la suite de fonctions (S,),en converge simplement sur /.

Dans ce cas,

+oo
e on définit la fonction S: x € I — Z folz) = hT Sp(z), appelée somme de la série de
p——+00
n=0
+oo
fonctions et notée S = Z fns
n=0
+oo
e on définit la fonction R, =S -5, 1z € [ — Z fn(x), appelée reste d’ordre p de la
n=p+1

+00
série de fonctions et notée R, = E fn-
n=p+1
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Remarque 1.1
Si la série de fonctions Y f,, converge simplement sur I alors :

e la suite de fonctions (f,,)nen converge simplement vers la fonction nulle sur 7,

e lasuite des restes (R,),en est une suite de fonctions qui converge simplement vers la fonction
nulle sur 7.

Remarque 1.2

SiVn € N, f, est définie sur I alors , la série de fonctions ) f,, peut ne converger que sur un

+oo
sous-ensemble D C I, D est alors appelé le domaine de définition de la fonction somme S = Z fn-
n=0
Exemple 1.1
Reprise des deux exemples donnés au début.
—nx —1)»
Regarder la convergence simple sur |0, +oo[ lorsque : f,(z) = e—, fu(z) = ( +) *
n n-+x

1.2 Convergence uniforme sur un intervalle

Definition 1.2

On dit que la série de fonctions ) f,, converge uniformément sur l'intervalle [ si et seulement si
la suite des sommes partielles (S,)yen converge uniformément sur /.

Proposition 1.1

La série de fonctions ) f, converge uniformément sur [ si et seulement si elle converge simplement

+oo
et la suite des restes (Rp = E fn> converge uniformément sur / vers la fonction nulle,
n=p+1 peN
400 I
c’est-a-dire si et seulement si lim ||S — S,||L, = lim ||R,||, = lim E fall =0.
p——+00 p—r+0o0 p—+o00 T
n=p

o0

Exemple 1.2
(="

g la série de fonctions > f,, converge uniformément sur I =|0, +o0.
n+x

Soit f, : x —

Proposition 1.2

Si la série de fonctions Y f,, converge uniformément sur I alors la suite de fonctions (f,)nen
converge uniformément vers la fonction nulle sur /.

Exemple 1.3

La série de fonctions > f, avec f, : = — z™ ne converge pas uniformément sur | — 1,1[, mais
converge uniformément sur tout segment [a,b] C| — 1, 1].
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1.3 Convergence normale sur un intervalle

Definition 1.3

On consideére une suite (f,),en de fonctions définies sur I, on note, sous réserve d’existence,

On dit que la série de fonctions > f,, converge normalement sur I si, et seulement si

Vn € N f, est bornée sur [
et
la série numérique > || f.||L converge

Remarque 1.3 Convergence normale et convergence absolue en toul point

On considére une suite (f,,)nen de fonctions sur 1.

Si la série de fonctions ) f,, converge normalement sur [ alors Vo € I, )" f,(z) converge absolue.

On en déduit que la convergence normale sur I entraine la convergence simple sur I.

Proposition 1.3

On considere une suite (f,,)nen de fonctions sur /.

Si la série de fonctions Y f,, converge normalement sur I alors elle converge uniformément sur 1.

Remarque 1.4

_1)"
Il n’y a pas la réciproque pour la propriété précédente : la série de fonctions Z u
n

" converge

uniformément sur [0, 1] mais pas normalement.

Plan d’étude d’une série de fonctions :
e On étudie d’abord la convergence normale de > f,, sur [

— soit on trouve || f,,||%. (par étude de fonction),
— soit on trouve une suite (a,) de réels positifs indépendants de = telle que
Veel, |fu(z)]<a,et) a, converge.
S’il n’y a pas convergence normale sur [ :
e On étudie la convergence simple de la série de fonctions ) f,.
S’il y a convergence simple alors on étudie la convergence uniforme sur [ :

— on peut regarder si la suite (f,,) converge uniformément vers 0, si ce n’est pas le cas, il
n’y a pas convergence uniforme de »_ f,, sur I,
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— on essaie de trouver (a,) indépendante de x telle que :

+oo
Ry(z) = E fa(2)
n=p+1
séries alternées, comparaison série-intégrale, ou autre)

Ve € I, < a, avec a, qui converge vers 0 (critere spécial des

— on essaie de trouver (a,) indépendante de x telle que :

+oo
Rp(x) = Z fo()
n=p+1
>~ fn ne convergera pas uniformément sur 1.

Ve € 1, > a, > 0 avec (a,) qui ne converge pas vers 0, alors

Exemple 1.4
1. Etude des différents modes de convergence sur R des séries de fonctions > f, et > gn
lorsque :
sin(2"mx) x
n = ——c¢t n = T oN-
In(2) on et gn(7) n(1+ nz?)

2. e Déterminer 'intervalle le plus grand sur lequel la série de fonctions > f,, converge sim-
plement lorsque f,(z) = e~ étudier ensuite les autres modes de convergence sur cet

intervalle.
- . . cos(nx) .
e Montrer que la série de fonctions ) f, o f,(z) = — —— converge simplement sur
e

10, +00[ et que Va < 0 3z €] —00,a], 3. fu(z) diverge. Etudier les différents mode de
convergence de Y f,, sur ]0, 400

3. Etude des mode de convergences sur [1, +00[ de la série de fonctions ) f,, avec

x2+n
foioe (=) ——

n

2 Propriétés de la fonction somme en cas de convergence
uniforme

Proposition 2.1 Continuité par convergence uniforme

Soit (fy)n une suite de fonctions définies sur I.

+0o0
. [ YneN t conti I :
Si nEN, Jaes COLLHIINE St alors S = E fn est continue sur I.
> fn converge uniformément sur / -
n—=

Proposition 2.2 Fxtension au cas de la convergence uniforme sur tout segment

La propriété précédente reste vraie si on remplace la convergence uniforme sur I par la convergence
uniforme sur tout segment inclus dans [.

La continuité en un point a est une notion locale, la convergence uniforme sur tout segment est
donc suffisante.
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Exemple 2.1
+o0 "
La fonction exp : = — Z — est continue sur R.
n!
n=0
Proposition 2.3 Théoréme d’inversion limite et Z

Admis
Soit (f,)n une suite de fonctions définies sur I et soit a une extrémité de I.

Si
e chaque f,, admet une limite finie ¢, en a

et
e la série de fonctions > f,, converge uniformément sur /

Alors

+oo +oo +oo
la série numérique > ¢, converge et glclir}lz% folz) = z% b, = z% }:li% ful(2)
n= n= n=

On peut remplacer la convergence uniforme sur I par la convergence uniforme sur un intervalle
d’extrémité a inclus dans I.

Exemple 2.2

—+00 n
e La fonction S : z +— Z (=1) est définie et continue sur |0, +oo] et lim S(z) = 1.
— +1 T—+00

e Soit (fu)nen+ avec fn 1z —.
n

La série de fonctions > f,, converge simplement sur |1, +oo[ mais pas uniformément sur
11, +00].

Proposition 2.4 Intégration terme a terme sur un segment

Soit (f,)n une suite de fonctions continues sur un segment [a, b].

Si la série de fonctions ) f, converge uniformément sur le segment [a, b] alors :

b
e la série Z / fa(t)dt est convergente
a
et

b +oo

R io/abfn(t)dt:/a an(t)dt
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Exemple 2.3
Mont Vo el —1,1] In(1+z) §<_1)n_1”
ontrer que Vz €] — n T) = —a"
q ) 2 o
+oo (_1>n71
Puis en déduire que In(2) = Z —

n
n=1

Proposition 2.5 Dérivation terme a terme

Soit (f,), une suite de fonctions définies sur un intervalle 1.

Si

eVn €N f, estdeclasse C! sur I,

e la série de fonctions ) f,, converge simplement sur 7,

e la série de fonctions > f/ converge uniformément sur tout segment inclus dans I (ou sur I)

Alors
+o0 +00 " 4o
la fonction somme S = Z fn est de classe C! sur [ et| §" = <Z fn> = Zf{l
n=0 n=0 n=0
Exemple 2.4
+oo 4,
La fonction exponentielle exp : x Z I—| est de classe C' sur R et Vo € R, exp/(z) = exp(z)
n!
n=0

Proposition 2.6 Extension a la classe CF

Soit k € N*.

Si

eVn c N f, est de classe C* sur I,

e pour tout j € [0,k — 1], la série de fonctions ) £ converge simplement sur 1,

e la série de fonctions > ff(lk) converge uniformément sur tout segment inclus dans I (ou sur I)

Alors
—+00 —+00 '
la fonction somme S = Z fn est de classe CF sur I et | Vj € [0,k] SU) = Z ).
n=0 n=0

Pour montrer qu'une somme de série de fonctions Y f,, est de classe C™ sur I, on montre que

> fn converge simplement sur I et que Vk € N* fy(lk) converge uniformément sur tout segment
inclus dans I.



