PSI TD n°03: Séries de fonctions

Exercice 1
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1. La série de fonctions Y f, est-elle simplement convergente sur R, sur R* 7

On pose Vn e N* Vz e R f,(z) =
2. Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions Y f,, sur R*.

Exercice 2

n+ 2
Vn € N, on pose f, :x € R+— e~ne?
n+1

1. Etudier la convergence simple sur R* de la série de fonctions 3 f,..

2. Etudier la convergence uniforme sur R de ) f,, puis sur [a, +o0] avec a > 0.

Exercice 3
Soit f, : x € [0, +oo[ naZe 2V,
1. Etudier la convergence simple de > f,.

2. > fn converge-t-elle uniformément sur R* 7 Justifier.

Exercice 4

1
Pour tout n > 1, on définit la fonction f,, sur |0, +oo] par f,(z) = ———.
n + n3x?

1. Montrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur |0, +o00].
n=1

2. Z fn converge-t-elle normalement sur |0, +o00| 7

n>1
+oo
3. Montrer que S = Z fn est continue sur |0, +o0.
n=1

Exercice 5
—+00

On pose S(z) = Z eV,
n=0

Déterminer le domaine de définition de S.
Etudier la continuité de S sur son ensemble de définition.
Montrer que S est décroissante par deux méthodes.

Déterminer la limite de S en +o0.

AN

Déterminer un équivalent simple de S en 0.

k+1
On pourra utiliser une comparaison série-intégrale en encadrant / e~ Vg,
k
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Exercice 6
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1. Déterminer le domaine de déﬁnition D de la série de fonctions de terme général f,,.

Pour n € N avec n > 2, soit f, :

On pose, pour x € D, S(x Z falz

2. Montrer qu’il n’y a pas convergence normale de la série de fonctions sur D.
+00

1
3.8in>2,s0it R, :x €D+ Z fr(z). Montrer que : Vo € D, |R,(x)] < —.
Pt Inn
4. La fonction S est-elle continue sur D ?
Exercice 7
On définit f T +— Z m
1. Déterminer l’ensemble de définition de f.
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f.
Exercice 8
«— (="
On définit la fonction f de la variable réelle x par F(z) = Z :
n$
n=1
1. Donner I’ensemble de définition D de f et montrer que F' est continue sur D.
2. Montrer que F' est de classe C' sur D, puis donner sa dérivée.
3. Déterminer la limite de F' en +o0.
4. Soit x > 0. Montrer que 1+2F(x) = +200(—1)" o1 uis i—1 < 142F(z) <

0.

Déterminer alors la limite de f en 0.

1
5. Montrer que Vz > 1, F(z) = <2w o= 1) ¢(z), ou ¢ est la fonction zéta de Riemann.

Exercice 9

cos(nx
Soit @ € R, pour n € N, on pose f, : x +> a” (' )
n!

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la série de fonctions ) f,, sur R.

2. Déterminer S la somme de la série de fonctions ) f,.

27 2
3. Calculer, pour p € N, / S(x) cos(px)dz et / S(z) sin(px)dz.
0 0

Exercice 10
27
1. Soit k € Z. Calculer / e dt.
0
eipt

—dit
2 + eit

2
2. Soit p € Z. En considérant une série de fonctions, calculer I, = /
0

_an,

On pourra utiliser le développement suivant : si ¢ € C vérifie |q| < 1 alors



