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Probleme : A partir de C.N.M. 2009

b

/T

“+o0
Résultats admis : | lim e dt = \/TE et on note alors / e dt = Y-
0

b—+o0 Jg 2

A - Quelques résultats préliminaires

A-1

A-2

Soit b € R, la fonction  — t>e™** est continue sur [0,b] et on remarque que :

b b
/ e dt = / t(te™)dt
0 0

—t2
e
Les fonctions u : ¢t — tet v :t — — sont de classe C' sur [0,b] avec u/(t) = t et

V'(t) = te=t*, alors par intégration par parties on a :

b b
/ e At = / w(t)' (t)dt
0 0

b e PP Y
/ tedt = ——e? +—/ e "dt
0 2 2 Jo
2 b 2 ™
Par croissances comparées lim b%e " = 0, et par hypothése lim e dt = Y— onen
b— 400 b—+o0 J 2
o b 2 Nz
déduit que | lim e tdt = Y—.
b—+oco J 4
— 6_t2

La fonction ¢ — — est continue sur |0, +o0o| par quotient de fonctions continues dont

le dénominateur ne s’annule pas sur l'intervalle |0, +o0.
On sait que la fonction exponentielle admet un développement limité en 0 a I’ordre 2 donné

2 _t2
U 1—e
par ¥ = 1+u+7+0(u2), alors e = 1—t240(t?) au voisinage de 0 et donc lim —m = 1.
—
_ €7t2
La fonction ¢ — —a est continue sur ]0, +00] et se prolonge par continuité en 0.

2

-1
Soit 0 < a < b, les fonctions u:t+—1—e " et v:t— -+ sont de classe C' sur [a, b] avec

1
w'(t) = 2te™ et v/ (t) = 2 alors par intégration par parties on a :
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b —t2 b
1—e
/a t—th = /a w(t)'(t)dt
b
— () - [ wouo
l—e® 1—¢? b
= - + / 2¢dt
a b “
o 1—e @ 1—e @ L ;.
On peut écrire = a. >— et par le prolongement par continuité vu précédemment
a a
1—e
on obtient lim+ — — = 0. Et par continuité de la fonction ¢ — e sur R, on a:
a—0 a
b —t2 —b? b
1—e 1—e
lim dt = +2 [ etdt
a—0 a t2 b 0
P
Par opérations sur les limites : blim = 0, et en utilisant le résultat admis au début
—+00

b—+oco \ a—0 t2 2

b —12
1—
de I’énoncé cela donne | lim (lim / —edt) =0+ Qﬁ =7

(a) lere méthode :
La fonction logarithme est concave sur |0, +oo[ puisque sa dérivée seconde y est négative.
On en déduit que la courbe de la fonction In est en dessous de toutes ses tangentes,
particulierement celle en x = 1 qui est d’équation y = In'(1)(z—1)+In(1), soit y = z—1.

Pour tout réel x >0, In(z) <z -1

2nde méthode : La fonction f : x +— In(x) — 2 + 1 est dérivable sur ]0, +oo[ par com-

1 1—
binaison linéaire de fonctions usuelles avec Vo >0 f'(z) = - —1=

croissante sur |0, 1] et décroissante sur [1,+oo[, on a donc Vz €]0,4+00[ f(x) < f(1).
Or f(1)=0donc Vx >0 In(z) —x+1<0, ce qui donne In(z) <z — 1.

alors f est

u n
(b) e Pour n € N*, si u = n, alors e™" — (1 — —> =e " =0
n
. u U u
e Soit n € N*, pour tout u € [0,n[,onaxz = 1—— €0, +oo[ donc In (1 — —) <1———1,
n n n
u
en multipliant par n > 0, on a nln <1 — —> < —u, et la fonction exp étant croissante
n
sur R, on obtient :
U _ uU\" _
exp (nln (1 — —)) < e " ou encore (1 — —> <e™
n n

Finalement | Vn € N* Vu € [0,n] e — (1 - E) > 0.
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lére méthode :

La fonction exp est convexe sur R (sa dérivée seconde est positive), la courbe de la
fonction exp est donc au-dessus de toutes ses tangentes, particulierement au dessus de
sa tangente au point d’abscisse 0 qui a pour équation y = exp/(0)(z — 0) + exp(0),

ce qui donne | Vx € R, e* >z + 1.

2nde méthode :

La fonction g : x +— €* — x — 1 est dérivable sur R avec Vx € R ¢/(x) =e* — 1. On a
par croissance de la fonction exp : ¢'(z) > 0 <= ¢* > 1 <= = > 0. La fonction g est
décroissante sur | — 00, 0] et croissante sur [0,4o0[ alors Vx € R g(z) > ¢(0), ce qui
donne e* —xz+1>0o0uencoreVr e R e* >z + 1.

Par I'inégalité précédente et par croissance de la fonction puissance n sur R*, on obtient
pour tout entier n > 1 et tout réel ¢ € [0, 1]

()™ > (1 +t)", puis par produit par le réel positif (1 —¢)", on obtient :

(I1—t)"e™ > (1 —1t)".(141t)", ce qui donne finalement

VneN* Vie[0,1] (1—t)"e™ > (1—¢*)"

lére méthode : étude de fonction

Soit n € N*, la fonction h : ¢ — (1 — t?)" — 1 + nt? est dérivable sur [0, 1] avec
Vi€ [0,1] A(t)=—2nt(1 — )"+ 2nt =2nt (1 — (1 — )"

te0,1]]=t¢€0,1]]= (1-t)€[0,1] = (1-t)"'e]0,1]

alors Vt € [0,1] A/(t) > 0. La fonction h est croissante sur [0, 1] donc
Vt € 10,1] h(t) = h(0), ce qui donne (1—¢*)"—1+nt* > 0 ou encore (1—¢2)" > 1—nt>.

2nde méthode : formule a™ — b"

n—1
Soit n € N* et (a,b) € R* a" —b" = (a —b) Zakb"’kk, donc pour t € [0, 1]
k=0

|
—

(1-)"—1=(1-£2=1) Y (1-t*)* Pourt € [0,1] 0< 1> <1ldonc ) (1—t)F
0

>
I

n—1
et (1—1?)—1=—¢ Z(l —#*)¥ > —nt?. | Finalement (1 —t3)" > 1 — nt?.
k=0

3eme méthode : récurrence

Pour n € N*, notons (P(n) la propriété : V¢ € [0,1] (1 —*)" > 1 — nt*.
ePourn=1onaVte(0,1] (1-t*)!'=1-1¢>>1-¢% Donc la propriété P(1) est
vraie.

e Soit n € N* tel que P(n) soit vraie.
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vt € [0,1], (1 —¢)"T = (1 —¢*)".(1 — t*). Par hypothese (1 — ¢*)" > 1 — nt?, or
(1 —¢?) > 0 pour t € [0,1], donc par produit (1 — ¢2)"™! > (1 — nt?)(1 — ¢2).

1—nt )1 =) =1-nt* —2+nt* =1—-(n+ D> +nt* > 1 — (n+ 1)1
alors (1 — )" > (1 —nt?*)(1 —t*) > 1 — (n+ 1)t* et P(n+ 1) est vraie.

Par principe de récurrence on a bien : Vn € N* (1 —¢*)" > 1 — nt?.
u
1. Soitn>1etue[0,n],onat=—¢€l0,1] et par A-4(b) et A-4(c) on peut écrire
n

n 2\ " 2
(1—3) e“><1—“—2) >1- L
n n n

En multipliant par le réel positif e™*, cela donne :

uU\"™ u
(1 - —) et — —e
n n
2 —u
u\" _ u‘e
ou encore | Vn € N* Vu € [0,n] e™ — (1 - —) <
n n

B-Intégrales de Wallis

Pour tout entier naturel n et tout réel a;, on pose

]n:/Qcosntdt; (a/) :Oé(Oé—l)...(a—n—l—l) sin>1et (a)zl
0 n 0

n!

B-1 (a)

™

2 T
I, = 1dt = —
0 / i

L= /0 * cos(t)dt = [sin(t)]

Pour n € N, la fonction ¢ — cos™(t) est continue, positive et non identiquement nulle
alors par propriété de positivité de 'intégrale, I,, > 0.

et

Ol

=1

(b) Soit n > 2, les fonctions u : t — cos™ (t) et v : ¢ — sin(t) sont de classe C! sur [0, g]

avec u'(t) = —(n — 1) sin(t) cos™2(t) et v/(t) = cos(t), alors par intégration par parties
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us
2

I, = 0-0+(n—1) / sin®(t) cos™*(t)dt
0

or sin?(t) = 1 — cos?(t) alors par linéarité

I, = (n—1Il,5—(n—1I,

Ce qui donne finalement | nl,, = (n — 1)1,_o.

En multipliant I’égalité précédente par I,, _1,il vient : ¥Yn > 2 nl,I, 1 = (n—1)I,, 11, .

T
La suite (nlnln_l)@1 est donc constante de valeur I; 1y = 5

vVt € [0, g] cos(t) € [0,1], donc Yn € N cos"™(t) < cos™(t) et par croissance de
Iintégrale, on a: Vn € N I, < I,,.

La suite (I,),en est décroissante.

On sait que
VneN* I[,1<I,<I,1 et nl,>0

alors
Vn € N* nl,l, <nl?<nl,I,

s
La suite (nl,I,_1),>N+ est constante de valeur 5 alors

T T
VneN* n—— <nl*>< =
2n+1) " T2
T s : ) , .
ou encore Vn € N* 0 < ——— < I? < —. La fonction racine carrée étant croissante

2n+1) =" T 2n

[0, +oo] avec I, > 0, on obtient <1, < ] valabl >1
: —F N Iy X —, Valable pour n = 1.

sur , TOQO| avec 1y , Ol obtien 2(n+1) m P

2n

n

22n

Pour n € N, on note P(n) la propriété : I, = g

0

0) =1=2° alors la propriété P(0) est vraie.

T
e [nitialisation : On sait que [y = 5 et (

o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) soit vraie.
Montrons que P(n + 1) est encore vraie :

—1
OnavuVn>2 In:n

I,,_o, alors
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Diny1y = longe

2n + 1
- IQn
2n+ 2

et par hypothese de récurrence P(n) est vraie donc :

2n
2n+1 n

2n 42 22

3

Do |

2n+1  (2n)!
2(n+ 1) nl.nl22n

bo |

(2n+1)!
220+l (n + 1)In!

bo|

(2n +2).(2n + 1)!
2(n+1).227H (n+1)!n!

bo|

(2n +2)! 1
‘(n+1)!(n+1)! 22n+1)

e

922(n+1)

S

ce qui termine la récurrence

(4

2 22

Lty =

e

On a donc montré par récurrence que : Vn € N I, =

(2n)
n
(b) Dans la suite on pose A\, = =, n € N*.

Pour n € N*, on a vu , / < I, < , alors en particulier
2(2n7r+ / , ce qui donne m < g)\n < 1/%. En multipliant

par y/nm puis en divisant par § il vient :

2n
2n +1

2n
él—)\n\/mrgl—UQn_i_l
2n+1
On remarque que : 1 — 4/ =
qued 2n+1 [ 2n 2n—|—1+\/ 2n—|—
2n+1

< Avnm <1

ou encore :




PSI Un corrigé du D.S. n°01 7

2n+1+/2n(2n+1) =14 (2n) + V4n? + 2n > 2n + V4n?, donc
2n 1

n+14+v/2n2n+1) >24n>0et 1 — = < —
( )2 2n+1 2n—|—1—|—\/2n(2n+1) 4n

Finalement pour tout entier n > 1, on obtient bien 0 < 1 — \,y/nm < —

(c¢) Par théoreme d’encadrement 'inégalité précédente donne IIT (1 = A\pv/nm) = 0 donc
n—-+0oo

1
li vnm =1 Ay ~
. _1}&1OO A/ nm et donc —

lorsque n tend vers +oc.

C- Une suite de polynomes approchant uniformément la fonction valeur
absolue sur [—1, 1]

- 1
Pour tout n € N*, on pose P, = A, Z(—l)k’1 (Z) mX%.
k=1

C-1 (a) Pour tout entier n > 1, par quotient de fonctions polynémiales dont le dénominateur

1—(1— )"
ne s’annule pas sur |0, 1], la fonction f : ¢t — (t—2) est continue sur |0, 1].
n—1
On sait que V(a,b) € R* a™ — b, = (a —b). Zakb"_l_k, alors
k=0
1— 1_t2n1 n - n—1 _—
f(t) Z 1-k _ Z(l _ tQ) 1-k
k=0 k=0
n—1
Par opérations sur les limites, on obtient PI% f)=>» 1=n.
—
k=0

La fonction f est prolongeable par continuité en 0, en posant f(0) = n.

. | Ty
On s’autorise alors a noter ——————dt pour tout x €]0,1].

0 t?
(b) D’apres la formule du binéme de Newton, pour (n,t) € N*x]0, 1]

(1—)" = En: (Z) (—t2)k = i(—nk <Z> 28 alors

R fiy = 0 k“t . g—nk (1) e

Pour z €]0, 1], en intégrant sur le segment [0, x|, la fonction f étant continue sur [0, 1]
par prolongement, on obtient par linéarité de 'intégrale :

[ oS () [0 () s

k=1
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En multipliant par x et par A, on obtient :

Mz /0 F(t)dt = A, zi:(—nk—l (Z) %1_ % = P(a)

.

On a bien V(n,z) € N*x]0,1] P(z) = )\nx/
0

(¢) Pour tout (n,z) € N*x]0, 1], on effectue le changement de variable linéaire

t=(u) = 2% dans I'intégrale précédente, ce qui donne puisque ¢(0) = 0 et

(Vn) = \/ﬁ
plvm) = Po(z) = A /ﬁ' 1—(1—¢*(w)"
> (2) = \x i 90<U>( 02 (u) )du

or ¢'(u) = —, donc

i (1= (122
P(:U):)\n:c/ — o du
o Vn o

n

n

R 1— <1 a2 2))”
Et finalement P(z) = \,v/n / du.
0

u?

u?x?

C-2 Soit z un réel non nul. La fonction u + ————— est continue sur tout segment [a, b] inclus
u
t
dans ]0, +o00[. Par le changement de variable linéaire u = Tl = ¢(t) puisque p(alz|) = a et
x

@(blz|) = b, on a:
by w2 blal T
1l—e™™" 1—e?
————du = / O'(t) ————dt
/a u? alz| (102(1;)

2

2.2

b —ucx bll“ —t2
1-— 1-—
/ ST qu = | ¢ at

2
u alz|

Puisque |z| > 0 on a hm a\x! =0et hm b]a:| +00, et avec le résultat de la question A-2 :

Foo ] v’ _ . blel ) et _ 11—t
[ e [ el {1y [t ) = 1oty

too e—u2x2 b 1 — e—u2x2
Finalement Vz # 0, / —————du= lim [ lim / ———du | = |z|\/T.
0 u

u2 b—+oco \ a—0 a
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C-3 Soient un entier n > 1 et x €]0, 1] ; on pose

An(a:)—/oﬁ 1—(

(a) On a vu en C-1(c) :

2

1_u2m

u2

pn(x) _ )\n\/ﬁ/ow/ﬁ 1- (1 ;2“5 )> du = % ()\n\/%An@))

Et puisque x > 0, on a aussi par C-2 : A(z) = z+/7, donc
1
Py(z) — 1z = — (ANl (z) — Az))
T

On peut écrire :

Py(w) = = = (/7 (80 (x) = A@)) = (1= Au/m)A (@)
et par inégalité triangulaire puisque A, > 0 :
= (I ) = A@)| + 1= X/ 1)) ()

On rappelle que A(x) = |z|/7, alors Vz €]0,1] A(z) > 0.

|Po(z) — 2 <

1 1

Onavuen B-3que0<1—\,/nr< ™ alors 0 < \,v/nmr <1 <1+ n et donc (%)
n n

entraine

P =l < = (2 +1) 18000 - )]+ 1-000))

(b) Par relation de Chasles on peut écrire

2.2 2. 2\"
\/ﬁeuz_<1_unx) +001_€—u2x2
Ap(x) — Az) = / 5 du —/ ————du
0 Uu NG Uu
o . +00 1 — 6—u212 ' b 1 — e—’U,QIQ
Par limite d’un terme positif, ————du = lim —————du > 0, donc
N u? bortoo [ u?
par inégalité triangulaire :
U2l'2 "
Vvno|e wrrT (1 i, > +oo 1 — e—u2$2
(1) quad|Ay(z) — Az)] < / 5 du —I—/ —du
0 u vn u

t n t2 —t
On avuen A-3(b) et A-4(d) :Vn>1 Vte[0,n] 0<e’— (1 — —) <o
Pour u € [0,+/n] et x €]0,1], 0 < u?x? < nz* < n donc
4.4 ,—u?

2.2 2. 2\" u-zxe
0<e W™ —<1—ﬁ) < ——— et alors
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En effectuant le changement de variable linéaire ¢ = ux on obtient :

ﬁ24 242 x\/ﬁz t2
/ ul'e_“xdu:x/ tre "t dt
0 0

/1 +o0
Or0<zx<let0< / 2e " dt < / t2e~"dt donc par produit et par A-1
0 0

Jn
T
/ wrrte " du < %
0

Ce qui donne :

2,2 2.2\
Jn e uT (1 _ u;c > 1 ND
(2) / du < —/ Wrte™ " du < vr
0 0 4n

u? n
. 2 711.212 1
On remarque aussi que Vu > y/n 1 —e % < 1 donc 2 —7— < -
u
1— e v’ b1 b1 -17° 11
Pour b > \/n / c dué/ —2duor/ —2du—[—} =— ——.
i N ulm o Vnoob
1—e 1 o
On en déduit que Vb > /n —du < T et par passage a la limite quand
n

b — 400, on trouve
2.2

+001_€u:p 1

Finalement avec (1), (2) et (3) on obtient

N e—u2z2 (1 u2x2>n n 9 9

n — - = o [ _ iz

|An(x) — Az)| < / du —l—/ (_e ) du < _:L/: +
0

u2

(c) Par C-3(a) et C-3(b), on a pour tout = €]0,1] :

- () () )

D’apres C-2 on sait que Yz €]0,1] A(z) = z+/m, donc A(z) < /7 et donc

=< () ()

IN/(1 1 !
—2l < )\t = dn
Ve €]0,1] |P,(z) — x| < <1 + 4n) (4n + nﬂ) T 4dn
De plus P,(0) = 0 donc

1 1 1 1
1 |1P@) -] <1+ —)(—+—=)+—
Vo e [0,1] |P.(z) — | < + 4n) (4n + —mr) +

On en déduit que

1 1 1 1
Sup |Py(z)—z| < (14— ) [— 4+ —) +—
reg€]| () =2l ( - 4”) (4n " \/WT) T
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On remarque que la fonction polynémiale z — P, (z) est paire (tous les monémes de P,
sont de degré pair), alors la fonction ¢ — | P, (t) — |t|| est paire et donc

Sup |Py(t) — [t]] = Sup|P(t) — [t]| = Sup |Pu(t) — |

—1<t<1 tel0,1] t€0,1]

1 1 1 1
P, <1 - —
_?ZHZ [Palt) = [t ( +4 ) (471+ \/mr) +4n

(d) Par théoréeme d’encadrement sur

1 1 1 1
0< Sup |P,t) =t < (1+—)(—+—)+—
() 71321‘ (&) = Il ( * 4n> <4n * \/n7r> N 4dn

on obtient lim Sup |P.(t) — [t|| = 0, ce qui signifie que

n—+00 _1<¢g

Finalement :

la suite de fonctions (P,),en+ converge uniformément sur le segment [—1, 1] vers h : t — [t].

De plus I'inégalité (xx), avec || P, — h||e = Sup | P, (t) — [t|], s’écrit :

\\

1 1 1 1 1
Py — hll < —— A, avec A, S Y (L N
IRl € e = (140 ) (m+ 72 ) + a7 o v

1
La suite (A,) est convergente donc est bornée et finalement | || P, — h||.c = O (—)

NG

Exercice : Extrait de EMLyon - MP-PC-PSI - 2022

Soit d un entier, d > 2. Soit w = (w,),>1 une suite de complexes, périodique de pédiode d, c’est-a-
dire telle que
Vn € N w,iqg=wy,

Dans cet exercice, on s’intéresse a la nature (convergente ou divergente) de la série » u,(\) de

terme général
Wn + A

n
ol A est un complexe. On note plus simplement u,, = u,(0) pour tout n > 1.

Vn>1 u,(N) =

1. Supposons, dans cette question uniquement, qu’il existe un complexe A tel que Zun()\)
converge.

Soit p un complexe tel que pu # A. On peut écrire :

— 1
Up (1) = un(X) + a - A ou encore — = anﬂ))\ - an);)\

1
Si la série ) u,(p) converge alors par combinaison linéaire la série E — converge, ce qui est
n

1
absudre puisque 'on sait que la série harmonique Z — diverge.
n
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On en conclut que | la série Y wu, (1) diverge pour p # A .

2. Dans cette question, on choisit A = 0.

12

Pour tout entier naturel n non nul, on note S, la somme partielle associée a la série > u,,

n
NPT Wk
c’est-a-dire S,, = —.
k
k=1
(a) Soit k € N.
® Wod+k — Wk-
e Soit m € N tel que wygir = wi.
Par périodicité de la suite w, on a : Wini1)dk = Wdt(md+k) = Wmd+k = Wk-
On a donc montré par récurrence que Vm € N wyq1x = wg. On a donc :

R R Q
md+1;wmd+k:md+1zwk:md+1

d
ou ) = E Wi
k=1

(b) Par définition :

md—+d

w
Stm+1)d — Smd = Z f

k=md+1
par le changement d’indice @ = k — md
d

. Wmd-+i
B Z md + 1

=1

1 ¢ d 1 1
T omd+1 ;“m‘”” (;“’md*’“ (md+k B md+1))

d d
1 1 wr(1 — k 1
Smayd — Smd = md 1 kilwmd+k+@ (; (W) +O(m>)

d

1
En posant o = 2 E wi(1 — k) on obtient
k=1

d
1 Qo 1
(m+1)d T md+ 1 k:1w et m? T (m2>
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L’égalité précédente s’écrit :

Q o 1
Stm+1)d — Omd = ———= + — —
(m+1)d — Omd md+1+m2+0(m2)

1 1 11 1
On sait que la série de Riemann Z —, converge et 1 ~ oo avec Z — qui
m m m m

diverge.

Q1
e 5i Q # 0 alors Sini1ya — Sma ~ I et la série ) (S(m+1)d — Smd) diverge par com-
m

paraison (les séries étant a termes de signe constant).

1
e 5i 0 =0 alors Sin41)g — Sma = O (—) et la série ) (S(mﬂ)d - Smd) converge.
m

2

On en déduit que la série Y (S(m+1)d — Smd) converge SSI ) = 0.

e Si la série > u, converge alors la suite de ses sommes partielles (.S,,),en+ converge et
donc la suite extraite (Sy,a)m,nn+ est convergente. On en déduit que la série télescopique

Z(S(m+1)d — Spna) converge et donc 2 = 0.

e Si ) = 0 alors la série télescopique Z(S(m+1)d — Sima) converge et donc la suite

(Smd)m;nN+ est convergente. Notons £ = lim  S,,4.
m——+00

Par division euclidienne, on sait que Vn € N*  Jl(m, k) € N*x[1,d—1], n=md+k
et n — 400 <= m — 400, alors

Sn = Smd+k

Vjie[l,k] lim Y — 0 donc

m—+oo md + )

Wi

k

La suite (S, )nen+ est convergente donc la série Y u,, converge.
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d
On a montré par double implication que la série > u,, converge SSI ) = Z wr = 0.
k=1
o wn + A : s i
(e) Par définition Vn € N*  wu,(\) = avec (wy )nen+ qui est périodique de période
n
C7TIN
d. On peut alors écrire u,(A\) = v,(0) = — ol a,, = wy, + .
n
La suite () est périodique de période d et on peut appliquer les résultats des questions
d
2(a),(b),(c) a la série > v,, ce qui donne : > v, converge SSI Z ap = 0.
k=1
d
On en déduit que la série Y u,(A) converge si, et seulement si, Z(wk +A) =0, ce qui
k=1
revient a 2 4+ d\ = 0.
La série Y u,(\) converge si, et seulement si, A = 7
Une généralisation Dans cette question, on se donne une suite croissante (a,),>; de réels,

d
telle que a; > 0 et lim a, = 4+00. On suppose que {2 = Zwk = 0. On pose, pour tout

n—-+00
k=1
n=1,
w n
n
u,=— e T,= W
n= " ;;
Par soucis de commodité, on note également Ty = 0.
(a) On remarque que T; = Q = 0.
d+n d+n n n
VTLEN*, Td—l—nzzwk:Td—'_ Z wk:deH:Zwi:Tn.
k=1 k=d+1 i=1 i=1

On en déduit que la suite (7},) est périodique, | et donc (7},) est bornée :

Vn e N* |T,| < Max {|Ty|,k € [1,d]}

(b) Soit n un entier naturel non nul, par définition Vk € N wy = Ty, — Ty_1, alors

n

. Ty — Ty T~ Tt
DB P b Sery

k=1 k=1

on pose ¢ = k — 1 dans la derniere somme
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3
i
A

n
Z k T;
U = —_— =
a/ .
k=1

k=

—
.
Il
o

et puisque Ty = 0

n n
Tk

1; 1,
+

1 ey i+l Ongl

;uk = ZTk(aik_ ! >+ L

a a
T k41 n+1

On sait que la suite (T}) est bornée : IM >0 Vk € N* || < M, et la suite (a,) est

1
croissante strcitement positive (a; > 0), alors Vk € N*  — — > 0, on a donc
Qg Ak+1
1 1 1 1 1 1
VkeN' 0< Tk(———)‘:|Tk| (__ ) <M(__ )
A Qg1 A Qg1 A Qg41
Par hypothese lim a; = 400, alors lim — = 0.
k—+o00 k—+oco ag

1 1 1
Puisque la suite <—) converge, on sait que la série télescopique E <— — )
keN*

Qg Qg Q41
1 1 :
T, | — — —— || converge, ce qui donne la
Ak  Qk41

converge et par comparaison la série E

1 1
convergence absolue de la série Z Ty (— —
ar  Qg41
L1 . 1
On en déduit que la série Z T, | — — converge.
Qg Qg+1

1 1 & 1 1
La série ZT’“ — = converge, donc la somme partielle ZTk — =
ag ki1 —1 ag A1

admet une limite finie lorsque n tend vers l'infini.

De plus par produit d’une suite bornée et d’une suite qui converge vers 0, on sait que

. n
lim =0.
n—-+oo an—i—l

n n
1 1 T,
Par opération sur les limites avec 1'égalité Zuk = ZTk (— — ) + ——, on
1 1 A Qg+l (n+1

n
obtient que la suite (Z uk> admet une limite finie, or c’est la suite des sommes
k=1 nelN*

partielles de la série Y u,, donc | la série ) u,, converge.




