
PSI - Devoir à rendre le lundi 30 septembre 2024

Exercice 1 : Étude d'une somme de série de fonctions

Pour tout réel x on pose :

ϕ�x� � �ª

Q
n�1

1 � sin�nx�
3n

.

1. Démontrer que ϕ est dé�nie et de classe C1 sur R.

2. Pour tout x réel, justi�er l'écriture : ϕ�x� � 1

2
� Im��ªQ

n�1

einx

3n
�.

En déduire une expression simple de ϕ�x� en fonction de sin�x� et cos�x�.
3. Pour x > R, en déduire une expression simple de

�ª

Q
n�1

n cos�nx�
3n

en fonction de cos�x�.
4. À l'aide de S

π

0
ϕ�x�dx démontrer que :

S
π

0

sin�x�
10 � 6 cos�x�dx �

�ª

Q
n�1

��1�n�1 � 1

n3n�1
.

Puis en calculant la somme de la série du second membre, en déduire S
π

0

sin�x�
10 � 6 cos�x�dx.

5. Retrouver la valeur de cette intégrale par un calcul direct.

Exercice 2 : Résolution d'une équation fonctionnelle

Dans cet exercice, on souhaite déterminer les fonctions f ��0,�ª�� R véri�ant les relations :

lim
x��ª

f�x� � 0 et ¦x >�0,�ª�, f�x � 1� � f�x� � 1

x2
. �P �

Partie I - Existence et unicité de la solution du problème �P �

Dans cette partie, on démontre que le problème �P � admet une unique solution et on détermine une expression
de celle-ci sous la forme d'une série de fonctions.

I.1 - Existence de la solution

Pour tout k > N, on dé�nit la fonction ϕk ��0,�ª�� R par :

¦x >�0,�ª�, ϕk�x� � ��1�k
�x � k�2 .

6. Montrer que la série de fonctions Q
kC0

ϕk converge simplement sur �0,�ª�.
Dans tout le reste de cet exercice, on note ϕ ��0,�ª�� R la somme de la série Q

kC0

ϕk.

7. Montrer que pour tout x >�0,�ª�, on a ϕ�x � 1� � ϕ�x� � 1

x2
.

8. Justi�er que :

¦x >�0,�ª�, ¦n > N, W �ª

Q
k�n�1

ϕk�x�W B 1

�x � n � 1�2 .
9. Montrer que la fonction ϕ est une solution de �P �.
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I.2 - Unicité de la solution

10. Montrer que si f ��0,�ª�� R est une solution de �P �, alors pour tout n > N, on a :

¦x >�0,�ª�, f�x� � ��1�n�1f�x � n � 1� � n

Q
k�0

��1�k
�x � k�2 .

11. En déduire que la fonction ϕ est l'unique solution de �P �.

Partie II - Etude de la solution du problème �P �

Dans cette partie, on étudie quelques propriétés de l'unique solution ϕ ��0,�ª�� R du problème �P �.
12. Soit ε A 0. Montrer que la série de fonctions Q

kC0

ϕk converge normalement sur �ε,�ª�.
13. Montrer que la fonction ϕ est continue sur �0,�ª�.

En utilisant le fait que ϕ est une solution du problème �P �, en déduire un équivalent simple de ϕ au
voisinage de 0�.

14. Justi�er que la fonction ϕ est dérivable sur �0,�ª� et que l'on a :

¦x >�0,�ª�, ϕ��x� � �ª

Q
k�0

2��1�k�1
�x � k�3 .

15. En déduire que la fonction ϕ est décroissante sur �0,�ª�.
ú

16. En utilisant le résultat de la question précédente et la relation �P �, montrer que :

¦x >�1,�ª�, 1

x2
B 2ϕ�x� B 1

�x � 1�2 .
En déduire un équivalent de ϕ en �ª.

Fin de l'énoncé
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