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Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction. Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.

Exercice 1 : Une suite d’intégrales

+oo
Pour tout entier naturel n non nul, on pose I, = / exp(—t")dt.
1

1. Justifier, pour tout n € N*, I'existence de I,,.

2. Montrer que Vn € N* Vt e [1,+oo[ t">1+n(t—1).

3. En déduire la limite de la suite (1,,)penc-

4. En le justifiant, effectuer le changement de variable u = t" dans I,,.

5. Rappeler I’énoncé du théoreme de convergence dominée. Déterminer alors lim nl,.
n—-+o0o

Le résultat sera donné en fonction d’une intégrale J que l’'on ne cherchera pas a calculer.
6. En déduire un équivalent de I,, lorsque n tend vers l'infini en fonction de J.

7. Déterminer la nature des séries numériques Y I, et > (—1)"1,.

+oo
8. On pose, pour tout réel x et lorsque cela est possible f(x) = Z IL,z".
n=1

Donner ’ensemble de définition de f.

Probléme : Suite et série de fonctions

Soit p € N et (uy,)n>p une suite de nombres réels. On pose pour tout n € N tel que n > p,
k=p

On dit que la suite (P,),>, est la suite des produits partiels du produit infini H Up, -
nzp
Si la suite (P,),>p converge, on dit que sa limite est la valeur du produit infini et on pose :

n—-+o0o

400
Huk = lim P,.
k=p
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Partie 1 : Deux exemples

“+o0
1
9. Calculer H (1 — E)

n=2

2N (_1)n+1
10. Pour tout N > 2, établir une expression de H <1 + —)

n
n=2

+o0o (_1)n+1
En déduire la valeur de H (1 + )

n
n=2

Partie 2 : Résultats préliminaires

11. Montrer que, pour tout (xy,...,x,) € R",

‘@(mk)_l (1j1+|xk|)

12. Montrer que, pour tout (z1,...,x,) € [—1, +oo[™,

H 1+ ) <exp (Zxk) .
k=1 k=1

Partie 3 : Etude d’une fonction définie par un produit infini

On considere dans cette partie :
e a et b deux réels tels que a < b et le segment S = [a, b].

® (fn)n>1 une suite de fonctions définies et continues sur S a valeurs dans | — 1, 4+00].

E | fn| est une série de fonctions qui converge uniformément sur S.

n=1
e Pourtoutn € N*et x € S :
n n “+o00
= [+ ful2)), =TI+ @), Rulz)= > |fslx)
k=1 k=1 k=n+1

13. Montrer qu’il existe M € R tel que, pour tout x € § et n € N,
Qni1(x) = Qu(x) < M| fura ().
14. Montrer que, pour tout z € S et n € N*,
|Poy1(7) = Pu(r)] < Quyr(7) — Qu().

15. En déduire que la suite de fonctions (P, )nen+ converge uniformément sur S vers la fonction

P définie sur S par :
S—R

- f{jm +fa(2)

16. Montrer que la fonction P est continue et ne s’annule pas sur S.
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17. On suppose de plus que la suite (f,),>1 est une suite de fonctions de classe C' sur S telle
!

ue la série de fonctions —" _ converge uniformément sur S.
f
n>1 n

Montrer que la fonction P est de classe C! sur S et que

JI
Ve €8, B Z +fn

18. Etude d’une fonction particuliére

“+00
Pour tout z € R, on pose f(x) = H (1 . efmz)
n=1

(a) Montrer que f est définie et continue sur RY.

(b) Dresser le tableau des variations de f sur R puis calculer les limites de f en 0 et en +o0.

Exercice 2 : Valeur d’une intégrale

Dans tout l'exercice o désigne un réel de l'intervalle |0, 7].
On note f la fonction définie sur |0, +oo[ par :

sin?(z)

Vo €]0,4o00[ f(z) = =

On rappelle que la notation sin?(x) désigne (sin(z))?.

19. Justifier la convergence de la série Z M.

n=1

n?

+oo . 9

sin“(no a(m —

On admet désormais le résultat suivant : E (2 ) = (7r2 )
n

n=1

20. Montrer que f est intégrable sur |0, +oo.
21. Calculer la dérivée de f sur |0, +oo.

22. Montrer, pour tout z €]0, 00|, les deux inégalités suivantes :

, 2 2

et

vz f'(z)| < 4V

Pour montrer la deuzieme inégalité, on rappelle que Yx >0 |sin(z)| < x.

23. En séparant les cas © > 1 et 0 < x < 1, en déduire que :

Vo €0, +oo| |f(2)] < —=

e
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24. Justifier que, pour tout entier N strictement positif

/(NH)O‘ sin? Z/ sin? (na+t) dt
N (na+1t)2

puis que :

(N+1)a sin?(x) sin?(nav) sin?(na + t) sin2(noz)
d dt
/a 2 ; Z/ ( (na+ 02 (na)? )

25. A T'aide de la question 23 et de I'inégalité des acroissements finis appliquée a la fonction f,
démontrer que pour tout n entier strictement positif et tout réel ¢ de l'intervalle [0, ], on a :

4t
N (na)3/2

sin?(na +t) B sin?(na)
(na 4 t)? (na)?

26. Montrer ensuite que pour tout entier N strictement positif, on a :

> [

27. En déduire avec soin que :

/+°° sinz(x)dx T«

2 2

sin®(na + t) sinQ(na)
(na 4 t)? (na)?

N

1
oy
- ny/n

+oo
puis déterminer la valeur de /
0

Fin de I’énoncé



