PSI Un corrigé du D.S. n°02

Exercice 1 : Extrait de e3a 2021 PSI

+oo
Pour tout entier naturel n non nul, on pose I,, = / exp(—t")dt.
1

1. Pour tout n € N*, la fonction ¢ — e™*" est continue sur [1, +00].

Vit € [1,400[ t" > t, alors 0 < exp(—t") < exp(—t). Or on sait que la fonction ¢ — e est

intégrable en +oo (7"

Par comparaison on en déduit que

=e “aveca=1>0).

t — e " est intégrable sur [1, +oo[ et donc I, existe.

2. lere méthode : la plus simple par inégalités directes

Vt e [1,4+o00[, VneN* t">1etnt>n,alors par somme :

t"+nt>1+n

ce qui donne immédiatement : V¢t € [1,+o0[, Vn € N* " >14n—nt.

Vne N* Vtell,+oo] t">=14n(t—1).

2nde méthode : la plus utilisée par étude d’une fonction

Pour n € N*, on pose ¢, : t — t" — 1 —n(t — 1).
La fonction g,, est de classe C! sur [1, +oo| avec

Vi1 g (t)=nt"t—n=n{t""1-1)=0

La fonction g,, est croissante sur [1,4o00[, donc Vt € [1,400] gn(t) = gn(1).

Et puisque g,(1) =0, on a :

Vte[l,4o0] t"—n(t—1)>0

ce qui donne | Vn € N* Vt € [1,400] t">1+n(t—1).

Siéme

méthode vue plusieurs fois : par inégalité de convexité

e Pour n = 1 I'inégalité t" > n(t — 1) + 1 est en fait I'égalité t = ¢.

e Pour n > 2, la fonction g, : t + " est de classe C? sur Rt avec ¢/ (t) = nt"! et
gl(t) = n(n — 1)t"2? > 0. La fonction g, est donc convexe sur R" et donc sa courbe est
au-dessus de sa tangente en t = 1, donc Vt € [1,4+00] ¢,(t) = ¢, (1)(t — 1) + gn(1), ce qui

donne t" > n(t —1) + 1.

Finalement Vn € N* Vt € [1,400] t" > 1+n(t—1).
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4ieme méthode : par la formule du bindme de Newton

Par la formule du binéme de Newton, pour n > 2 et t € [1,+o0] :
t”:(1+(t—1))”:zn: " (t—1)F"=14n(t—-1)+ - (n (t— 1)k
i\ =\

n

Puisque ¢ € [1,4o00[, on a (k
k=2

) (t —1)F >0, donc

Vn>2 Vte[l,+oo] t">=14n(t—1)

Pourn=1,ona:t"=tet 1+n(t—1)=tdou

VneN* Vte[l,4oo[ t">1+n(t—1).

On pouvait aussi faire une preuve par récurrence.

Soit n € N*. En reprenant 'inégalité précédente, par croissance de la fonction exponentielle,
on a :
exp(—t") < exp(—1 —n(t — 1))

On peut encore écrire cette inégalité sous la forme : 0 < exp(—t") < " Lexp(—nt) (x).

Or pour n € N*, on sait que la fonction ¢ — exp(—nt) est intégrable sur [1,4o00].
Par croissance de l'intégrale, puisqu’il y convergence des intégrales, on obtient a partir de
I'inégalité (x) :

+o00 +o0
0< / exp(—t")dt < / " Lexp(—nt)dt
1 0

+oo e~ +oo e~
Or / exp(—nt)dt = [— } = —, donc
0 n

noqy

o1
VneN* 0<I[,<—
n

Et par théoreme d’encadrement : lim [, = 0.
n—-+o0o

La suite (I, )nens converge vers 0.

u=t" t=u"" = p(u)
t € [1,+o0] u € [1, +oo] '
La fonction ¢ : u +— u'/™ est une bijection croissante de [1, +oo[ sur [1, 4+o0[ et est de classe
“+oo
C! sur [1,+o0|, donc par changement de variable, puisque I,, = fn(t)dt converge, on

1

+o0 +o0o
1
sait que / ¢ (u) fr(p(u))du converge et : | I, = / —ut/" Y exp(—u)du.
1 1 n
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5. Enoncé du théoreme de convergence dominée :
Si (f,) est une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle I, qui converge
simplement sur / vers une fonction f continue par morceaux et s’il existe une fonction ¢
intégrable sur I telle que :

dng e N VYn>=ng Vtel |fu(t)] <ep(t)

alors les fonctions f, et f sont intégrable sur I pour n > ng et lim [ f,(t)dt = / f(t)dt.
I

n—-+oo I

Avec I’égalité vue en question 4, on a :
+o0 —u
e

nl, = / w/mr——du

1 u

e_u
Pour n € N*, on pose f, : u +— ul/"—.
u

e Vn € N* f, est continue sur U'intervalle [1, +o0l.

e—u
Vu>1 i n(u) = —.

—Uu

e
La suite de fonctions (f,,) converge donc simplement sur [1, +oo[ vers la fonction f : u +— —
u

qui est continue sur [1, 4+00].
e On sait que la fonction ¢ : u +— e~ est intégrable sur [1, +o0].

1
Pour n € N*, = — 1 < 0 donc pour u € [1,+00[, 0 < u'/"! < 1et0 < e donc par
n
produit :
Vn e N* Vu e [1,+o00[ 0< fu(u) < ¢(u)
Par théoreme de convergence dominée, on en déduit que
+0o0 “+o0o

lim nl, = lim fo(u)du = f(u)du

n—-+o0o n—-+o0o 1 1

—Uu

+o00o
On a donc lim nl, = J avec J = / 6—du.
1

n—-+oo u

—Uu

e
6. La fonction u — —— est strictement positive et intégrable sur [1,4+o00] alors
u

+oo —u

e

J = / ——du > 0 et la limite de la question précédente donne : | [, ~ Z
1 U n

7. eL’équivalent précédent donne immédiatement | la divergence de la série a termes positifs > I,,.

e Pour tout n € N* les fonctions t — exp(—t") sont positives et intégrables sur [1, +-o00[ (voir
question 1).

De plus pour t € [1,+o00[ et n € N* " < " donc 0 < exp(—t""!) < exp(—t") et par
croissance de l'intégrale 0 < I,,11 < I,.
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La suite (I,) est positive, décroissante et converge vers 0 d’aprés la question 3, alors par

critere spécial des séries alternées, | la série alternée > (—1)"I, converge.

+o0
. On pose, pour tout réel x et lorsque cela est possible f(z) = Z I,x".
n=1

D’apres ce qui précede le domaine de définition de f contient (—1) mais pas 1.

J . .
ePourxz>1 I[,2" ~ —x™avecJ > 0, alors par croissances comparées lim I,z" = 400
n—4+oo N n—-4o0o

et la série > I,x™ diverge grossierement.

J : (s
e Pour x < —1,on a: Ljz[* ~ —|z|" avec J > 0, alors lim |[,x +o0 et la série
n

n| _
n—-+oo n—-+o0o

> I,z™ diverge grossiérement.

e On sait que I, > 0et lim [,=0, alors: dng e N* Vn>ny, 0<I, <1

n——+0o
Stz €] —1,1, VYn>=mny 0 < |[,2" < |z|" et on sait que la série géométrique Y |z|"
converge, alors par théoréme de comparaison pour des séries a termes positifs, la série Y I,,x"
converge absolument, donc converge. Dans ce dernier cas, on pouvait aussi appliquer la regle

de d’Alembert.

On en déduit que le domaine de définition de f est I'intervalle [—1, 1].

Remarque, on verra une autre méthode lorsque nous aurons travaillé sur les séries entieres.

Probleme : Extrait de Centrale-Supélec 2024 PC

Soit p € N et (uy,)n>p une suite de nombres réels. On pose pour tout n € N tel que n > p,

n
k=p

On dit que la suite (P,),>, est la suite des produits partiels du produit infini H Up,.

nzp

Si la suite (P,),>p converge, on dit que sa limite est la valeur du produit infini et on pose :

—+00

[[w= lim P,
n—-4o00

k=p
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Partie 1 : Deux exemples

9. Soit N € N*. N
1 n®—1
H <1 - ﬁ) - H n2
n=2 n=2
B ﬂ n—1n+1
N ol n n

- () ()

par télescopage, il reste

1 N+1

N 2

ﬁ L) _ N+l
n2 B 2N

“+o0o
1 1
Et par passage a la limite quand N tend vers 400, on obtient : H (1 — —2) =5
n

n=2

10. Pour tout N > 2, en scindant le produit suivant les indices pairs et les indices impairs on a :

[ (1 (H(—k))(H(k 1))

2N (_1)n+1 1 1
DOHCPQN:H 1+ 0 :éetPQN_H:PQN. 1+2N—}—1 .

n=2

P . 1 .
On en déduit que NETOO By = 5= Nli)IEOO Py

, 17 (="t _1
Et par conséquent : | | 1+—-) = 3
n

n=2
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Partie 2 : Résultats préliminaires

11. Soit n € N*, on note (FP,) la propriété :

(ﬁ(l—l—xk > —1

k=1

V(zy,...,2,) € R,

(o)

e Pourn=1etz; €R, [(1+z1) — 1| = |z1]| et (1 + |z1]) — 1 = |z4|, donc
|(1+z1) — 1] < (1+ |z1]) — 1. La propriété (Py) est vraie.

e Soit n € N* tel que (P,) soit vraie. Montrons que (P,1) est encore vraie :
Soit (z1,...,Tn1) € R Par inégalité triangulaire : 0 < |1+ x| < 1+ |z et par produit
n n

d’inégalités positives : H 11+ 2] < H(l + |zkl), alors :

k=1 k=1
n+1 n
‘(H(1+xk)>—1 = <1+xn+1 H1+$k>—1
k=1 k=1

(1+ ) — 1) + (an ﬁ(l + xk)> ‘

k=1

Par inégalité triangulaire on a :

n

H(l + SCk)

k=1

+ |xn+1|'

N
T=
=
+
S
—

LT+ 20) = 1 + i | T+ )

k=1 k=1

VAN

en utilisant que (P,) est vraie, il vient

< ((H(1+ |xk|)> - 1) g | T+ )

k=1 k=1

n

< (Ut faan ) [+ lal) -1

| (ﬁ(l + xk)) -1

k=1 k=1
Et finalement
n+1 n+1
(H(l + xk)) -1 < (H(l + |$k|>
k=1 k=1

Ce qui termine la récurrence.

On a obtenu : | V(xq, .. ) e R™,
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12. Soit (x1,...,2,) € [—1,400[% Par convexité de la fonction exp sur R (courbe au dessus de
sa tangente en x = (), on sait que :

VEk e [l,n] 0< 14z, <exp(zx)

Alors par produit d’inégalités positives : H(l + 1) < exp (Z xk> )
k=1 =

Partie 3 : Etude d’une fonction définie par un produit infini

On considere dans cette partie :
e a et b deux réels tels que a < b et le segment S = [a, b].

e (fn)n>1 une suite de fonctions définies et continues sur S a valeurs dans | — 1, +00].

E | | est une série de fonctions qui converge uniformément sur S.
n>1

Pour tout ne N* etz € S :

n n +o00o
=]+ fil@)). = [+ 1/ Ry(z) = > |fulx)
k=1

k=1 k=n+1

13. e Pour tout x € S et n € N*, on remarque que Q,11(z) = (1 + |fur1(2)]).Qn(x) alors
Qni1(7) = Qu(x) = [fni1(2)].Qn(z)

e D’apres le résultat de la question 12, on peut écrire @, (z) < exp (Z | fr(z >

e Par hypothese les fonctions f; sont continues sur le segment S et la série de fonctions

> | fx| converge uniformément sur ce segment, d’apres le théoreme de continuité, on sait que
+o00o

la fonction Ry : z — Z |fr(z)| est continue sur le segment S. On en déduit que Ry est

k=1
bornée sur ce segment donc :

dM >0 VreS Rylx)<M

e Puisque Vk e N* Vx e S |fr(x)| >0, 0n a:
VneN* VzeS Y |fulz)] < Ro(x) < M

Par croissance de la fonction exp, on obtient alors :

VneN* Vzes§ Q,lz exp<Z|fk )\

On a finalement : | AM >0 Vn € N* VreS Qnii(zr)— Qun(x) <eM|fr(x)|
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Pour tout x € Set n € N*, P,q1(z) = (1 + fry1(x)).Pu(x) donc
Foia(x) = Po(x) = foga(2).Po(z).

Par inégalité triangulaire Yk € N* 0 < |1+ fp(2)| < 1+|fx(2)|, alors par produit d’inégalités

positives :
ﬁ1+fk H|1+fk f[1+\fk
Ce qui donne : |Pn(:r)k|:1 < Qn(z) et donc -
| Pai1(x) = Pu(2)] = | frs1 (@) Pa(2)] < [ fas1(2)].Qu(2)

On a vu Qi1 () = Qn(®) = [fus1(2)].Qn(x) donc | [Py () = Pu(2)] < @nia(z) = @n(2).

D’apres le tout début de 1’énoncé, un produit infini existe si et seulement si la
suite des produits partiels converge. Il faut donc ici d’abord prouver la conver-
gence simple de la suite de fonctions (P,).

e D’apres les inégalités des questions 13 et 14, pour n € N* et z € S, on a :

0 < [Posa(z) = Pa()] < €] fusa ()]

Par hypothese la série de fonctions > |fx| converge uniformément sur S, alors la série
> | fas1(x)| converge et par comparaison la série télescopique Z P,i1(z) — P,(x) converge
absolument, donc converge. On sait alors que la suite (P, (z)) converge.

On a obtenu la convergence simple sur S de la suite de fonctions (P,).

La fonction P = lim P, :x+— H(l + fr(z)) est bien définie sur S.

n——+00
k=1

e De plus par inégalité triangulaire (puisqu’il y a convergence absolue), pour n € N* et x € S

“+o0o
Z Pii(z) — Z | Pt (z Z | frta (2
k=n

On adonc Vn € N* Vo eS8 |P(z)— P.(z)] < MR, (2).

|P(2) = Pa(2)] =

Par hypothese la série de fonctions ) |fi| converge uniformément sur S, alors la suite (R,,)
est une suite qui converge uniformément vers la fonction nulle sur S, on a alors

VneN* VzeS |P(x)— P,(z)] <eM||Rulle  avec ||Rulloc = Sup |Rn(z)]

z€la,b]

On en déduit que Vn € N* P — P, est bornée sur S et 0 < ||P — Pylloo < eM|| Ry 00

Par théoreme d’encadrement hm |P — P,|lc =0, donc
n—+

la suite de fonctions (P,) converge uniformément sur S vers la fonction P.
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e Pour tout n € N* f,, est continue sur S, alors par produit, la fonction P, est continue
sur S. Puisqu'il y a convergence uniforme sur S de la suite de fonctions (P,) vers la fonction
P, par théoreme de continuité, la fonction P est continue sur S.

e On sait que Ve € S P(x) = lilf P,(z).

n—-+0oo
Soit € S, par hypothese Vn € N*, fn est a valeurs dans | — 1, +o00], donc In(1 + f,(x))
existe et on peut écrire : Z In(1+ fi(x

Puisque la série Y fi(x) converge absolument on a: khm fr(x) =0, alors
—+00
In(1+ fip(x)) et fr(x), et par comparaison la série > In(1 + fi(z)) converge absolument,
—+0o0

donc converge et

lim In(P, Zln (1+ fe(z

n—-+oo

Notons L(x Z In(1 + fx(x)), par continuité de la fonction exp sur R, on a :

P(z) = lim P,(z) = lim exp(In(P,(x))) =™ >0

n—+400 n—+400

La fonction P est donc continue et ne s’annule pas sur S.

On suppose de plus que la suite (f,),>1 est une suite de fonctions de classe C! sur S telle
!

que la série de fonctions E converge uniformément sur S.

n>1 fn

Pour n € N*, on pose g, : © — In(1 + f,(z)).

e On vient de voir précédemment, qu’il y a convergence absolue de Y g, (x) pour tout = de
S, donc la série de fonctions ) g, converge simplement sur S.

e Vn € N*, g, est de classe C! sur S par composée des fonctions In et z — 1+ f,(x) et

VeeS VYneN* ¢ (z)= 1+f/]£n()))

e Par hypothese la série de fonctions » | ¢/, converge uniformément sur S.

+oo
Par théoreme de dérivation terme a terme, on sait que la fonction L : z — Z gn(z) est de

n=1

classe C! sur S avec L'(x
Z 1 + fn

Or on a vu dans la preuve de la question 16 que Vo € S, P(z) = exp(L(z)) > 0.
P/
Par composée, la fonction P est de classe C! sur S, et L(z) = In(P(z)) donc L'(x) = ()

ce qui donne
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Pla) & fi)
V€S By T AT

n=1

18. Etude d’une fonction particuliére

+0o0
Pour tout = € R%, on pose f(z) = H (1 - e’mﬂ).
n=1
(a) Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b, notons S = [a, b].
On va essayer d’appliquer les résultats précédents avec f, : x — —exp(—nz?), puis-

+oo
qalors f(z) = [[(1+ fu().
n=1
e Vn € N*, f, est définie et continue sur le segment S et a valeurs dans | — 1, +oo][ car

Ve>0 e ™ <1.

eVneN*, VreS |f.(zx)]=exp(—na?). Par décroissance de la fonction z — e~ "*”

sur le segment S, on a : ||fn||[o%b] = Sup |fu(z)] = e = (e*‘ﬁ) .
z€[a,b]

HCL2

@ converge.

Puisque @ > 0, on a: 0 < e < 1 et donc la série géométrique de”

On en déduit que la série ) || fn||([fé | converge. La série de fonctions > fn converge nor-
malement sur le segment S, donc la série > | f,,| converge uniformément sur le segment S.

D’apres le résultat de la question 15, on sait que f est définie et continue sur tout seg-
ment [a, b] inclus dans |0, +o0].

Par conséquent la fonction f est définie et continue sur |0, +oo.

(b) e Etude des variations de f :

Pour tout n € N*,

2

0<z<y= —nz’<—ny* = exp(—nar?) < exp(-ny®) <1 =0< l—e ™ < 1—e ™™

Par produit on aura 0 < z < y = H(l — e_"IQ) < H(l — e_”y2), et par passage a la

k=1 k=1
limite quand n tend vers l'infini :

0<z<y= f(z) < f(y)

La fonction f est croissante sur ]0, 400
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e Etude de la limite en 0 de I

Pour n € N* et x €]0, +oc[, on a —e " > 1 alors par le résultat de la question 12 :

0< I - <exp (Z(—e—’“ﬂ))

k=1 k=1

La série géométrique S (e **)" converge (0 < e™* < 1) alors par passage a la limite
quand n tend vers l'infini avec la continuité de la fonction exp, on obtient :

0 < flz) <exp <— Z(B_$2)”>

n=1

ce qui donne :

z—0t z—0T 1 — €7x2 z—0t — e

Or lim (1 —e™*") = 0%, donc lim ———5 = —co et lim exp <_ﬁ) =0.

Par théoreme d’encadrement | im f(x) = 0.
z—0t

e Etude de la limite en +oo de I

En appliquant la question 11 puis la question 12, on peut écrire, pour n € N* et
z €]0, 400 (on prend z = —e %)

‘(ﬁ(l — ekx2)> -1 < (ﬁ(l +€kx2)> ~1< exp (i €kx2> 1

k=1 k=1

Et comme précédemment par passage a la limite quand n tend vers +o0, il vient :

e
0< -1 < — | -1
£(@) =1 exp(l_ez)

2
e—:p
Or lim e ™ = 0, donc lim exp (ﬁ) — 1 =0 et par théoreme d’encadrement

—+00 T—~400 —e 7

lim [f(x)—1|=0.

T—-+00

On a donc| lim f(z)=1.

r—r-+00

Exercice 2 : Extrait de CCINP 2013 TSI

Dans tout I'exercice o désigne un réel de l'intervalle |0, 7].
On note f la fonction définie sur |0, +oo[ par :

Vo €]0,+oo[ f(z) =
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On rappelle que la notation sin?(x) désigne (sin(z)).

1

sin?(na) L. : 1
————=| < —;, or la série de Riemann E — converge, donc par compa-
n? n?

19. Y¥n € N*, 0< ;
n

sin?(na)

raison la série E

5 converge absolument, donc converge.
n

+oo . 9

sin“(no a(m —

On admet désormais le résultat suivant : E (2 ) = (72 )
n

n=1

20. e La fonction f est continue sur |0, +00[ en tant que quotient de fonctions continues dont le
dénominateur ne s’annule pas sur |0, +ool.

e On sait que sin(x) ~, O alors lir% f(x) = 1. La fonction f est donc prolongeable par
x— r—

continuité en 0.

1 1
e Vz € [1,4+00[ [f(z)] < — et 2> 1 alors la fonction ¥ — — est intégrable sur [1, +00]
T x

d’apres les intégrales de Riemann. Par théoreme de comparaison f est aussi intégrable sur
[1, +ool.

Finalement f est intégrable sur |0, 4+o0].

21. Par dérivée d’un quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas sur
10, +00[, on sait que f est dérivable sur |0, +o0o] avec

V>0 flz) = 2sin(x) cos(x)x? — sin?(z)(27) _ 2sin(x) cos(x) 2sin?(x)

x4 2 3

22. Soit = €]0, +o0],
e D’apres 'expression de f'(x) et par inégalité triangulaire on a :

2| sin(x) cos(z)| N 2 sin?(x)

|2V f(z)] < 7 T

2 2
Puisque |sin(z)| < 1 et |cos(x)| < 1, on obtient : | Vo >0 |zy/zf'(2)] < —=+ —=

VER

On a aussi |sin(z)| < z et | cos(z)| < 1 pour z > 0, alors

2|sin(r) cos(z)| = 2sin®*(z) 22 222

Ce qui donne | Vo > 0 |z/zf'(2)] < 4/

23. @ Si x > 1 alors y/r > 1 et en utilisant la premiere inégalité de la question précédente on
obtient :
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2 2
o/ f' (2 )|\ﬁ+m<4

e Si 0 <z <1alors /xr <1 et la seconde inégalité de la question précédente donne :

oy f'(z)| < 4w < 4

Finalement Vz €]0, +oo[ |f'(z)| <

4
/T

Pour tout entier N strictement positif, par relation de Chasles, on a :

/(N—i-l)oc SlIl Z/ (n+1)a SlIl

Par le changement de variable affine z = t + na = ¢(t), puisque ¢ est de classe C! sur R
avec ¢(0) = a et p(a) = (n+1)a, on a:

(N+1)e g2 @ sin? sin? na—l—t
TR o M= o

On peut écrire dt, alors par linéarité de I'intégrale sur

sin’(na)  sin’(na) [ sin®(na)
n2a  (na)? _/0 (na)?

un segment, avec 1’égalité précédente, on a :

(NH+De gin?(g) Y sin2(na) sin®(na +t)  sin’(na)
do - 32 S (0e) Z dt
/a 22 / ( (na +t)? (na)? )

n=1

A T’aide de la question 23, on peut écrire, pour n € N* :

! 4 4

Alors par I'inégalité des acroissements finis appliquée a la fonction f sur [na, (n + 1)a], on
sait que :

Vi€ [0,a] |f(na+t)— f(na)| < na +t — nal

4
(no)3/?

ce qui donne

sin?(no +t) B sin?(na) 4t
(na + t)? (na)? | = (na)3/?

Vn e N* Vte0,q]
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26.

27.

Un corrigé du D.S. n°02 14

Par croissance de I'intégrale sur le segment [0, o, I'inégalité précédente entraine :
sin?(na+1t)  sin®(na)

o 4 o
Y N* — dt< —— tdt
ne /0 (no + t)? (na)? (na)3/2 /0

Et apres calcul de la derniere intégrale :
202

VYn € N* < —
" / (na)37

Pour tout entier N strictement positif, par somme des inégalités précédentes pour n € [1, N,

il vient : Z /

sin?(na + t) B sin?(na)
(na +t)? (na)?

sin?(na +t)  sin?(na)
(na +t)? (na)?

N

1
at<2vay
— ny/n

e Par les résultats des questions 24-25-26 et par deux inégalités triangulaires (une sur une
somme, une sur une intégrale) on sait que :

(VDo gin?(z) Y sin?
[y <

n=1
e Par le résultat de la question 20, on sait que /

«

+00 12 (N+1)a o2
/ sin Q(m)dx — im sin (a:)dx

T N—+oo J, 22

sin®(na +t)  sin®*(n )
(na +t)? (na)?

zfzn\/_

0 sin?(7)

2

dx converge alors on peut écrire
x

.2
) ) ) L. sin”(na L.
e Par le résultat de la question 19, on sait que la série g # converge alors la série
n
+oo .
sin?(na) , ) , 5 ) sin®(na) (7 — )
E ———— converge aussi et par le résultat admis dans I’énoncé : E = :
n?a n2a 2

n=1

e On sait que la série de Riemann E —3/3 converge.
n

On peut donc passer a la limite quand N tend vers 400 sur l’inégalité :

(VD gin? () Y sin?
A e e mfz

n=1

/+°° sinQ(a:)dx T«
o x? 2

+00 (142 +00 342
sin®(x sin®(z
Toujours par la question 20 on sait que / 2< )dx = lim / 2( )dx, alors en
0 €T a—0 a €T

passant a la limite quand « tend vers 0 sur I'inégalité précédente, il vient :

+00 (142
/ sin 2(x)dx T
0 x 2

+00 142
ce qui donne : / s (x>dx = g
0

pour obtenir

+oo
1
<oy L
— ny/n




