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400
On admet le résultat suivant : / e dt = g
0

+oo +o0
On appelle intégrales de Fresnel, les intégrales : / cos(t?)dt et / sin(#?)dt et celles qui en
0 0

découlent.

Partie I : Existence d’intégrales
os(t) sin(t)

C
1. Les fonctions t — ——~% et t —
Vi Vit

continues dont le dénominateur ne s’annule pas sur |0, 1]. De plus :

sont continues sur |0, 1] par quotient de fonctions

vt €)0, 1],

cos(t)‘ o1

<7

sin(t)‘ o 1

Yz N

1
1 1
D’apres les intégrales de Riemann / t—adt, on sait que la fonction t — % est intégrable
0
1

sur 10, 1] (a = 5 < 1).

cos(t)

. : c sin(?)
Par comparaison, les fonctions t — et t — ——=

Vit Vi

sont intégrables sur ]0, 1].

On pouvait aussi utiliser un équivalent en 0 de chacune des fonctions.

+oo too s
2. Notons [ :/ cos(t) dt et J :/ sin(t)
1 Vi . NG

Les fonctions u : ¢ 7 vyt > sin(t) et vy : t — —cos(t) sont de classe C! sur

dt.

[1,+o00[. Par produit dune fonction bornée par une fonction de mlimite nulle, on sait que
lim w(t)vi(t) =0= th? u(t)va(t).
—+00

t—-+o0
+oo
On en déduit par intégration par parties que les intégrales I = / w(t)vy(t)de et
+00 ' +o0
J= / u(t)vh(t)dt convergent si, et seulement si les intégrales [; = / o' (t)vy (¢)dt et
1 1

+o00
Jy = / u'(t)vg(t)dt convergent. Or
1

Vt € [1,+oo] |u'(t)vl(t)|:'_sm(t)’< L L

/
vt | S WOulI< o

1
On sait que la fonction ¢ — YT est intégrable en 400, alors les intégrales I; et J; convergent

400 +oo 3
t t
et finalement | les intégrales I = / cos( )dt et J = / sin )dt convergent.
1 1

Vi Vi
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3. VYt €]0, +oo[ e = cos(t?) — isin(t?), donc la fonction ¢ — e~ est continue sur |0, +00]

+00 +oo
et I'intégrale / e dt converge si, et seulement si, les intégrales I, = / cos(t?)dt et
o0 0 0
Jo = / sin(t?)dt convergent.
0

On pose t = \/u = p(u), avec ¢ : u — /u qui est de classe C! sur ]0, +o00] et réalise une
bijection croissante de |0, 4+o00[ sur ]0, +o0].
Par ce changement de variable on sait que les intégrales I et J, convergent si, et seulement

+oo +oo
si les intégrales I3 = / ¢ (u) cos(p*(u))du et J3 = / ¢ (u) sin(p*(u))du convergent.
0 0

1 400 1 +00
Or I3 = - / cos(u) du et Js == Mdu convergent d’apres les questions 1 et 2.
0

2 )y Ve 2 )

+oo
L’intégrale de Fresnel / e " dt est donc convergente.
0

Partie II : Une fonction définie comme intégrale a parametre

+o0 e —(i+t2)z?
Soit h: z — dt.
T

Rx]0, +oo] — C
4. Posons f : . e~ (i+t%)z?
i+ t2
e Pour tout ¢ €]0,+o0[, la fonction z — f(x,t) est continue sur R puisque la fonction
x> e Test avec o € C.

e Pour x € R, la fonction ¢ — f(x,t) est continue sur [0, +o00[ par quotient de fonctions
usuelles continues dont le dénominateur ne s’annule pas sur [0, +00].

o V(z,t) € Rx[0,400[ e @+ = |e=ie?| |e=*2"| = ¢=2* < 1 de plus |i+2| = V% + 1,
on en déduit que :

1

V(1) € Rx [0, +ool [f( )] < p(t) avee olt) = —eg

1 1
La fonction ¢ est continue sur [0, +oo et go(t) . 7 Avee t— 2 qui est intégrable en
+00 (2 > 1), alors ¢ est intégrable sur [0, +oo[

Par théoreme de continuité sous le signe / ,on sait que| la fonction h est définie et continue sur R.

5. On a vu VY(z,t) € Rx]0, 400 |e +)%*| = ¢=*%* alors Vt €]0, +o0] hril |f(z,t)] =0,
T—+00
donc Vt €]0, +00] lirll f(z,t) = 0.
T—>+00
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Ve e R, tw f(x,t)ett— 0 sont continues sur |0, 4o00l.

On a aussi vu : V(z,t) € R x[0,400] |f(z,t)] < ¢(t) avec ¢(t) =

1
T et la fonction ¢

est intégrable sur [0, 4-00], alors par théoreme de convergence dominée a parametre continu,

+oo
on sait que| lim h(x) = / lim f(x,t)dt =0.
0

T——+00 T—+00

e Pour z €]0,+00] ¢+ f(x,t) est intégrable sur [0, +o00[ d’apres la domination précédente :

a0 < l0) avee () = ———

eVt €[0,400[ x> f(x,t) est de classe C' sur R avec ?(m, t) = —2ze (197,
T

0
e On en déduit que pour = €]0, 400, ¢+ —f(:v,t) est continue sur [0, 400].

ox

e Soit [a,b] C]0,+o0[, on a :

2t2

V(xz,t) € [a,b]x]0,+00] 0<2z<2bet 0<e ™ Le @

of

alors par produit V(z,t) € [a, b]x]0, +00] 6_(x’ t)‘ < et
x

. _q242 . . ,
La fonction 9 : t + 2be™®" est continue sur [0, +oo[, avec par croissances comparées

1
puisque a > 0, ¥(t) = o (t_2> ¥ est donc intégrable sur [0, +o00].

t—+o00

Par théoreme de dérivation sous le signe / avec hypothese de domination sur tout segment,

on sait que| la fonction & est de classe C! sur |0, o0

Le théoreme de dérivation sous le signe / donne aussi la formule de Leibniz :

too 9 +00 ’ . +o0
Vo >0 h,(CL’) = / —f(q,’,t)dt = / —2$6(Z+t2)m2dt — —2ZL‘6_Z$2/ 6—(xt)2dt
0 8x 0 0

u
La changement de variable affine t = — permet d’obtenir :
x

e~

du

+oo
Ve >0 h'(z)= —2$6_”2/
0 T

Avec la valeur de l'intégrale de Gauss admise en début d’énoncé, on obtient :

Vo >0 h(z)=—yme ™,

1

+o0 +o00
. On remarque que / e dr = ——— / h'(z)dx et on sait (question 3) que l'intégrale
0 0

N3

converge.



PSI Un corrigé du D.M. n°02: Intégrales de Fresnel 4

Puisque h est de classe C' sur |0, +-00[ et continue sur [0, +o00[ avec une limite nulle en +oo,
on obtient :

+OO e qr = —— "z :13——L :vxﬁ%o—m—L +OOL
[ e [ W= = TR = 2 [

Partie III : Calculs d’intégrales

1
9. e La fonction ¢t +— T4 est continue sur [0, +00[ en tant qu’inverse d’une fonction po-
1

lynémiale qui ne s’annule pas sur [0, +00[. De plus —— T e et on sait que la fonction

1
t— Y est intégrable en +oo puisque 4 > 1.

Par comparaison la fonction ¢ —

1 teo
est intégrable sur [0, n+ool, donc /
t 0

14+t

1
e Sur l'intégrale précédente on effectue le changement de variable t = — = (u). Puisque
u

1
¢ u > — est de classe C' sur ]0,+oo[ et est une bijection décroissante de |0, +oo[ sur
u
1
1+ ¢*(u)

“+00 1 —+00 1 —+00 U2
/ 1 dt = —/ gp’(u)—4du = / —4du
o tr+1 0 1+ p*(u) o 14w

+o0 1 too +oot2 ;
—ix?
e dr = —

/0 \/%/0 it f/ 1+t4

+oo 2 +o0
Et par les résultats précédents, / dt et /
o L1+t 0

+oo
10, 400}, on sait que I'intégrale / o' (u) du converge et
0

10. On a vu

dt convergent alors par linéarité :
400 1
iy / : )
o 1+t
+00 1
i / i
1+ t4 o 1+t
too 1— 1
2 1
Tde = —dt
/0 © T /0 1+ ¢4

+oo 1 t2 +oo t2 +oo 1 +o0o 1
On a aussi / + ——dt = / dt + / —dt = 2/ dt, donc
0 1+t4 0 1+t4 0 1+t4 0 1+t4

+o00o ) 1— +o0o t2 1
/ e~ dy = ! I * —dt
0 PN T

t4

+o00 L,
/ eWdr = <
0
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11. Par réduction au méme dénominateur, on a :

2
—a)V2
Vt € [0, 00| @ " b _(a+0)?+ (b a)4\/_t—|- (a+b)
24+tv/2+1 2 —t/2+1 1+t
2+1 1/2 1/2

1
En prenant ¢ = b = — on obtient : = .
p 2 1l 21241 2—ty2+1

Autre rédaction :
Par réduction au méme dénominateur, on a :

b b)t* + (b—a)v2t b
Vit € [0, +oo| a N _ (a+ )" +( a)4\/_ + (a+b)
24t/24+1 22 —t/2+1 1+t
On en déduit que
a b 241

= (a+ D)2+ (b—a)V2t+ (a+b) =12 +1

_|._ —
2Z4+tv2+1 2—ty/24+1 1+4+t4

Par unicité de la fonction polynomiale associée a un polynome et par unicité des coefficients
d’un polynome, on a :

= 1
vt € [0, +oo] (a+b)t2+(b—a)\/§t+(a+b):t2+1<:>{Zi—s_é =a=b=7
12. On peut encore écrire pour ¢ € [0, +00] :
241 1/2 1/2
4 - 2 + 2
t*+1 (t—|—1)+1 (t 1>+1
V2 2 V2 2
1 1
- 5 T 2
1+ (1+v2t)" 14 (V2t—1)

241 1 V2 N V2
th+1 V214 (1+v2e)! 1+ (Vat—1)°

Par conséquent :

+o0 ) 1—34 +o0 t2 1
/ e dr = ! YR i dt
0 2w Jo tt+1

1—Z “+o0o
= arctan (1 + v/2t) + arctan (v2¢t — 1
yay Lactan 1+ V2t) (vt - 1),
L (54 T~ axctan(1) — arctan(~1))
= — 4+ — — arctan(1l) — arctan(—
2/2m \2 2
1—2
= T
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On a donc obtenu :

/0 gy - LDVE ;\%ﬁ

too ) 1 [T cos(t)
Par le changement de variable vu en question 3 : / cos(t*)dt = — / ———=dt et
0 0

+ + ’ Vi
/ sin(t?)dt = = / Sm(t)dt.
0 2 0 \/¥

400 400 o o0 +oo .2
Et puisque / cos(t?)dt = Re </ e " dt) et / sin(t?)dt = Im </ e " dt), on
0 0 0 0

obtient :

/O+OO CO\S/(;) dt = g - /;oo Sifl/%t)dt.




