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Pour tout entier naturel k, Pk désigne l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et de
degré inférieur ou égal à k.

Dans ce problème n désigne un entier naturel non nul et x0, x1, . . . , xn des réels deux à deux
distincts ; on note Π le polynôme Π = (X − x0)(X − x1) · · · (X − xn).

Pour tout entier naturel m, on définit l’application :

fm :
Pm → Rn+1

P 7→ (P (x0), . . . , P (xn)

Partie I : Étude de l’application fm

Soit m un entier naturel.
1. Que peut-on dire de R ∈ Pn qui vérifie : ∀i ∈ [[0, n]] R(xi) = 0 ?

2. Vérifier que fm est une application linéaire.

3. Dans cette question, on suppose que m > n+ 1.
3.1. Montrer que Ker(fm) = {Q.Π, Q ∈ Pm−n−1}.

3.2. Montrer que les sous-espaces vectoriels Ker(fm) et Pn sont supplémentaires dans Pm.

3.3. En déduire la dimension de Ker(fm) puis en donner une base.

3.4. Déterminer le rang de fm ; l’application fm est-elle surjective ?

4. Dans cette question, on suppose m 6 n.
4.1. Quel est le noyau de fm ? Quel est son rang ?

4.2. A quelle condition sur les entiers n et m l’application fm est-elle surjective ?

Partie II : Approximation polynômiale au sens des moindres

carrés

On considère des réels y0, y1, . . . , yn qui sont respectivemenbt les images des réels x0, x1, . . . , xn par
une fonction ϕ, et on cherche à déterminer les polynômes P ∈ Pm tels que la quantité

Φm(P ) =
n∑

i=0

(yi − P (xi))
2

soit minimale, et à préciser la valeur minimale λm de ladite quantité.

On parle alors d’approximation polynômiale au sens des moindres carrés de la fonction ϕ aux
points x0, x1, . . . , xn ; ce type d’approximation est particulièrement utilisé dans les problèmes d’op-
timisation et de contrôle qualité.
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0.1 Étude dans le cas m > n+ 1

5. 5.1. Donner un polynôme Q0 ∈ Pm tel que fm(Q0) = (y0, y1, . . . , yn). Que vaut Φm(Q0) ?

5.2. En déduire la valeur minimale λm de Φm(P ) lorsque P décrit Pm, et préciser à l’aide de
Q0 et Ker(fm) l’ensemble des polynômes en lesquels cette valeur minimale est atteinte.

Partie B : Étude dans le cas m 6 n

Dans cette section, on pose :

A =


1 x0 · · · xm0
1 x1 · · · xm1
...

...
...

1 xn · · · xmn

 ∈Mn+1,m+1(R), b =


y0
y1
...
yn

 ∈Mn+1,1(R)

6. Montrer que si M et N sont dans Mp,q(R) alors (M + N)T = MT + NT et que, si
M1 ∈Mp,q(R) et N1 ∈Mq,r(R), alors (M1N1)

T = NT
1 .M

T
1 ; p, q, r étant des entiers naturels

non nuls.

7. Soit v =


v0
v1
...
vm

 ∈Mm+1,1(R) ; on lui associe le polynôme Pv ∈ Pm défini par

Pv =
n∑

k=0

vkX
k.

7.1. Calculer le produit Av et l’exprimer à l’aide des valeurs prises par Pv aux points
x0, x1, . . . , xn.

7.2. Montrer alors que si Av = 0 alors v = 0.

8. Soit u =


u0
u1
...
um

 ∈ Mn+1,1(R) ; calculer le produit uT .u en fonction de u0, u1, . . . , un puis

en déduire uT .u > 0 et que uT .u = 0 si et seulement si u = 0.

9.

9.1. Soit v =


v0
v1
...
vm

 ∈ Mm+1,1(R) tel que AT .A.v = 0 ; on pose u = Av. Calculer uT .u, en

déduire que Av = 0 entraine v = 0.

9.2. Justifier que la matrice AT .A est inversible.

9.3. Expliciter les coefficients de la matrice AT .A en fonction de x0, x1, . . . , xn.
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10. On pose M = AT .A et c = AT .b ; justifier que la système linéaire MZ = c, d’inconnue Z,
admet une unique solution qu’on exprimera en fonction de M−1 et c.

Dans la suite, cette solution se notera ω, on lui associe le polynôme Pω défini comme à la
question 7. précédente.

11. Pour tout v ∈Mm+1,1(R), on pose g(v) = (b− Av)T .(b− Av).

11.1. Montrer que pour tout v ∈Mm+1,1(R), g(v) = bT .b− bTAv− vT .AT .b+ vT .AT .A.v et
que g(ω) = bT .b− bT .A.ω ; on rappelle que AT .A.ω = aT .b.

11.2. Montrer que pour tout v ∈Mm+1,1(R), g(v)− g(ω) = (w − v)T .AT .A.(ω − v).

11.3. En déduire que pour tout v ∈ Mm+1,1(R), g(v) > g(ω) et que g(v) = g(ω) si et
seulement si v = ω.

12. Soit P =
m∑
k=0

akX
k ∈ Pm, on pose VP =


a0
a1
...
am

. Calculer les composantes du vecteur

b− A.VP et en déduire que Φm(P ) = g(VP ).

13.

13.1 Déduire de ce qui précède que pour tout P ∈ Pm, Φm(P ) > Φm(Pω) avec égalité si
et seulement si P = Pω.

13.2. Que vaut λm ?

14. Application :
On prend n = 3, m = 3, x0 = −1, x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, y0 = 1, y1 = 2, y2 = 1 et y3 = 0.

14.1 Calculer les matrices A et AT .A.

14.2. Calculer le vecteur AT .b.

14.3. Rsoudre le système linéaire AT .A.Z = AT .b, d’inconnue Z, par la méthode du pivot
de Gauss.

14.4. Quel est le polynôme P0 de degré inférieur ou égal à 3 qui minimise Φ3 sur P3 ?
Que vaut λ3 ?

Fin de l’énoncé


