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Extrait de CNM PSI 2009

Pour tout entier naturel k, P, désigne 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et de
degré inférieur ou égal a k.

Dans ce probleme n désigne un entier naturel non nul et xg,x1,...,7, des réels deux a deux
distincts; on note II le polynome II = (X — 2)(X —z1) -+ - (X — zp).

Pour tout entier naturel m, on définit ’application :

f P — R
" P — (P(xo),...,P(x,)

Partie I : Etude de P’application f,,

Soit m un entier naturel.
1. Si R € P, vérifie Vi € [0,n] R(z;) = 0, alors le polynéme II divise le polynéme R : il
existe donc @ € R[X] tel que R = Q.II. Par égalité des degrés, puisque deg(Il) =n + 1 et
deg(R) <n,ona @ =0=R.

Le seul polynéme R € P, vérifiant Vi € [0,n] R(x;) = 0 est le polynéme nul.

2. Soit A€ Ret P et () dans P,,. On a :

FaAP+Q) = (AP(0) + Qo). .., \P(x,) + Q(x,))

(AP(0), .-, AP () + (Q(a0), ..., Qi)
) aP(In))+(Q(xO)77Q(In))
fm(P) + fm(Q)

Fm(AP + Q)

fm est donc une application linéaire.

3. Dans cette question, on suppose que m > n + 1.
3.1. Par définition Ker(f,,) ={P € Pmn, [fum(P)=0}.

PeKer(f,) < PePpetVie|0,n] P(x;)=0

<~ P € P, et Il divise le polynome P
< PeP,etdQeR[X] P=Q.II
et par égalité des degrés

Pe Ker(fn) < 3Q € Pn_n, P=Q.II

On a donc Ker(f,) ={Q.Il, Q€ Pun_n_1}-

3.2. Ker(f,) et P, sont des sous-espaces vectoriels de P,,.

e D’apres le résultat de la question 1., on sait que Ker(f,,) NP, = {0}.



PSI

Un corrigé du D. M. n°04 2

e Soit P € P,,, d’apres la division euclidienne de P par II, on sait qu’il existe un couple
(@, R) € R[X] x R[X] tel que P = Q.11 + R avec deg(R) < deg(II). Donc deg(R) < n
et par égalité des degrés QQ € P,,_,_1.

En notant U = Q.II, on a U € Ker(f,,) et P=U + R alors P € Ker(f,) + Pn. On a
donc P, C Ker(fm)+ Pn.

Finalement on a obtenu : P, = Ker(f,,) @ Pp.

Ker(fm) et P, sont bien supplémentiares dans P,,.

3.3. Pm = Ker(fm) @ P, donc

dimP,, =m+ 1 =dimKer(f,)+ dimP,, = dimKer(f,)+n+1

ce qui donne : | Ker(f,,) est de dimension m — n.

On avait Ker(f,) ={Q.II, Q € Pn_n_1} (1, X,..., X™ " 1) est une base de Py, _,,_1,
alors on obtient immédiatement que (IT, X.II, ..., X™ "~ 1 1I) est une famille génératrice
de Ker(fm). Cette famille contenant m — n éléments de Ker(f,,) qui est de dimension
m — n, ¢’est une base de Ker(f,).

Une base de Ker(f,,) est (IT, XTI,..., X™ "~ 1I).

3.4. Par théoreme du rang, on sait que :

dimP,, = dimKer(fn) +1r9(fm)

Ce quidonne m+1=m—n—1+7g(fn).| fm est de rang égal a n + 1.

On sait que I'm(f,,) est un sous-espace vectoriel de R"*! et

rg(fm) = dimIm(fy) =n+ 1 = dimR"™

alors Im(f,,) = R"" et | f,, est surjective.

4. Dans cette question, on suppose m < n.

4.1. Comme en premiere question, on montre que | Ker(f,) = {0}.

Par théoréeme du rang on a alors : dimP,, =m+1 =0+ rg(f,).

fm est donc de rang égal a m + 1.
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4.2. Lorsque m < n, on a rg(fn) = dimIm(f,) = m+1 et &imR"™ =n+ 1, or Im(f,,)

est un sous-espace vectoriel de R"! alors | f,,, est surjective si et seulement si m = n.

Partie II : Approximation polynémiale au sens des moindres
carrés

On considere des réels yo, y1, - . ., y» qui sont respectivemenbt les images des réels xqg, z1, ..., x, par
une fonction ¢, et on cherche a déterminer les polynomes P € P, tels que la quantité

n

©(P) = (yi = Pla:)”

=0

soit minimale, et a préciser la valeur minimale A, de ladite quantité.

On parle alors d’approximation polyndmiale au sens des moindres carrés de la fonction ¢ aux
points xg, T1, ..., x,; ce type d’approximation est particulierement utilisé dans les problemes d’op-
timisation et de controle qualité.

Partie A : Etude dans le cas m >n+1

5. 5.1. On a vu en question 3.4. que f,, est surjective lorsque m > n+ 1. Pour (yo,y1,.-.,Yn)
fixé dans R™™! il existe donc Qg € Py, tel que f1,(Qo) = (Yo, Y1y - -+ Yn)-

Notons Ly,..., L, les polynomes de Lagrange associés aux réels distincts xg,...,z, :
n

X — 1.
vkelo,n] Li= [] %

L — Tj
j=lj#k kT

On rappelle que V(k,7) € [0,n]* Li(z;) = i = {

1 sik=1
0 sinon

Considérons| Qo = Z YLy |, on a alors : f,,(Qo) = (Qo(xo), ..., Qo(xn)) = (Yo, - - - Yn)
k=0

et donc | 9,,(Qo) = 0.

5.2. Par définition VP € P,, ,,(P) > 0 et on a vu : il existe Qg € Py, tel que ®,,(Qp) =0

donc | la valeur minimale \,, de ®,,(P) lorsque P décrit P,,, est égale a 0.
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Par somme de réels positifs,

Am = ®,,(P) =0 Vie [0,n] y;— Plx;) =0
Vie [0,n] P(z;) = Qo(x;)
fm(P) = fi(Qo)

fm(P — Qo) =0

P— Qo€ Ker(fm)

A =P, (P)=0 < 3U € Ker(fm), P=Qy+U

L’ensemble des polynomes en lesquels la valeur minimale ),, = 0 est atteinte est

rrony

Qo+ Ker(fm) ={Qo+U, Ue€ Ker(fm)}

Partie B : Etude dans le cas m <n

Dans cette section, on pose :

1 zy -+ a7 Yo
1z - 2" Y1

A= S : e Mpiimii(R), b= .| € M1 (R)
1z, - Yn

6. e Soit M = (m; ;) et N = (ni,j) dans M, ,(R).
On note M + N = (ai,j), (M + N)T = (b@j), MT = (Ci,j) et NT = (dz,]> Par définition

V(i,j) € [1,p] x [1,q] bij =aj; =mj; +nj; =cij+dij, alors| (M + N)T = MT + NT

[ ] SOIt M1 € MILQ(R) et N1 ( ) on note M1 = (m”) N1 = (niyj), M1N1 = (ai’j),
(MiN)T = (bi), M = (ci, J ) =( j)- et N{.M[ = (ey).

On sait que M;N; € M, .(R) donc (M Ny)T € M, ,(R) et de méme N} .M] € M, ,(R),
avec par produit matriciel :

q q
V(’L,j) € [[17 7“]] X [[Lp]] z] = aj; = Zm]k Ngi = ch,j-di,k = Zdi,k-ck,j =€
k=1 k=1

Donc | (M;N,)T = NI .MF

Vo

v
7. Soit v = ,1 € M,,111(R); on lui associe le polynéme P, € P, défini par

Um
P, = Z up XF
7.1. Par produit matriciel on a :

Vo + V1Zo + - -+ vy P,(z0)

vo + 121 + -+ v P,(z1)
Av = ) = .

Vo + V1Zp + -+ + U P,(x,)
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7.2. On déduit de I'égalité précédente que si Av = 0 alors Vk € [0,n] P,(x) = 0.
Puisque P, est un polynome de degré inférieur ou égal a m avec m < n et que P, admet
n + 1 racines distinctes, on sait que P, est le polynome nul et donc tous ses coefficients
sont nuls. ce qui donne : Vk € [0,m] v, =0 et donc v = 0.

On a montré que si Av = 0 alors v = 0.

Uo

Uy
8 Soitu= 1] . | € Mpy11(R); par produit matriciel, en identifiant une matrice de M;(R)

um
avec son seul coefficient :
U

m
(51 9
u.u:(uo UL ... um) . = uy,
k=0
Um,

T

Par somme de réels positifs, on a immédiatement : u”.u > 0 et que u”.u = 0 si et seulement

si Vk € [0,m] w, =0, ce qui revient a u = 0.

9.1. Soitv=| . | € Myu11(R) tel que AT.A.v =0; on pose u = Av. On obtient alors :

ulu = (Av)T.(Av) = vl AT Av=2".0=0

On a donc wu = 0, alors par le résultat de la question 8. on a u = Av = 0 et par la
question 7.2. on a v = 0.

Il y avait une erreur dans ’énoncé, il fallait comprendre : montrer que Av = 0 puis que
v=0.

On a donc obtenu : AT.Av=0= Av=0=— v = 0.

9.2. D’apres ce qui précede : Vo € My, 11(R), AT Av=0=v=0.

AT A € M,,.1(R), on peut considérer 1) 'endomorphisme de R™*! canoniquement ass-
socié¢ a AT A.

(AT.Av=0=v=0) revient a (¢(z) =0 =2 =0) et donc Ker(y) = {0}. L’en-
domorphisme v est injectif et R™™! est de dimension finie donc 9 est bijectif et donc

AT A est inversible.

9.3. Notons A = (a;;)(ij)efo.n]x[o,m] €6 AT-A = (b ;)o<i j<m, alors a; j = xf avec la convention
zY =1 et par produit matriciel on a :

n

n n
Y(i,4) € [0,m]? bij = Zak,z’ak,j = Z‘/E;c‘r.]]c = szﬂ
k=0 k=0

k=0



PSI Un corrigé du D. M. n°04 6

10. On pose M = AT A et ¢ = AT.b; la matrice M étant inversible (question 9.2.), on sait que

le systéme linéaire M Z = ¢, d’inconnue Z, admet une unique solution qui est | Z = M~ t.c

Dans la suite, cette solution se notera w, on lui associe le polynome P,, défini comme a la
question 7. précédente.

Wo m
On a donc w = (AT.A)f1 c=| : | et P, = Zkak.

11. Pour tout v € M,,,11(R), on pose g(v) = (b — Av)T.(b — Av).

11.1. Soit v € M,,411(R), par opération sur les matrices (transposition avec le résultat de
la question 6. et la distributivité du produit matriciel sur la somme) :

gv) = = (b— Av)T.(b— Av)
= (b7 = (Av)T) .(b— Av)
= (7 — T ATY.(b— Aw)

gw) = b1.b—b"Av — vl AT b+ 0T AT A
En prenant v = w, puisque AT.A.w = ¢ = AT.b il vient :
glw) = bTb—bTAw — wT AT b+ wT AT Aw

= b —bT Aw—wl AT b+ WwT. AT b

glw) = vrb—0v" Aw
11.2. Soit v € My,111(R), on a :
gw) —gw) = brb—b"Av — vl AT b+ 0T AT Av — b1 b+ b7 Aw

= b Aw—b"Av — 0T AT.b+ 0T AT Aw
= (ATh)T.w— (AT.D)T v — vl AT.b + 0T AT A
= (AT0)"(w—v) — vl AT b+ 0T AT Aw
or AT.A.w = AT.b donc
gv) —gw) = (AT Aw)T (w—v) -0l . AT Aw+0T. AT Av
= wl AT A(w—v) —vT.aT. A(w —v)
= (W' —0T).AT. A (w —v)

gv) —gw) = (w—v)T.AT. A (w—v)

g(v) — g(w) = (w —v)T. AT A (w —v)
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11.3. D’apres I'égalité précédente, on a pour tout v € M,,4+11(R),
g(v)—g(w) = (w—v)T.AT.A.(w—v) = (A(w— v))T A(w—v) = ulu avec u = A (w—0v)

Avec les résultats des questions 8. et 7., on en déduit que

Vo e Mpi11(R), g(v) —g(w)=>0et g(v) —g(w) =0<= A(w—v)=0<= w—v=0.

ap
m . a
12. Soit P = ZakX € P, on pose Vp = . |. Comme fait en question 7., on a :
k=0 :
A
P (o) Yo — P(x0)
AV, = : , donc b — A Vp = : . On en déduit (voir les calculs faits en
P () Yn — P(an)

n

question 8.) que| g(V,) = (b— AV,)T.(b— AV,) = Z(yk — P(zy))? = @(P).

k=0

13.

13.1 Les résultats des questions 11. et 12. permettent de conclure directement que :

VP € Pp, Dn(P) = ,,(P,) avec égalité si et seulement si P = P,,.

13.2. On déduit des résultats des questions 13.1 et 10. que A, = ®,,,(P,) avec
w= (AT .A)"" AT b,

14. Application :
Onprendn=3m=3,20=—-1,21=0,20=1,23=2,90=1,y1 =2, o = 1 et y3 = 0.

1 zy zf 1 -1 1 -1
|1 @ o2 2] [T 0 0 O
141 A= Um 22 271 1 1 1 , donc
1 x3 22 3 1 2 4 38
1 111 1 -1 1 -1 4 2 6 8
ATA—_10121000—26818
' 1 01 4|1 1 1 1] |6 8 18 32
-1 018 1 2 4 8 8 18 32 66
1 111 1 4
-1 01 2 2 0
Ty _ _
14.2. A"b= 1 01 4 =15
-1 018 0 0
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x
14.3. D’apres les matrices obtenues précédemment on a, en posant Z = ‘Z
t
dr + 2y + 62 + 8 = 4
2 + 6y + 8z + 18 = 0
T AT
ALAZ = ATD () 6r + 8y + 18z + 32t = 2
8r + 18y + 32z + 66t = 0
On s’implifie toutes les équations par 2, ce qui donne :
2 +y + 3z + 4 = 2
r + 3y + 4 + 9 = 0
() = {30 + 4y + 92 + 16t = 1
dr 4+ 9y + 16z + 33t = 0
On permute les équations L et Lo :
r + 3y + 4 + 9 = 0
2 +y + 3z + 4 = 2
() <= {830 + 4y + 92 + 16t = 1
dr 4+ 9y + 16z + 33t = 0
On effectue les opérations Ly < Lo — 214, L3 + L3 — 3L, et Ly + L4y — 4L, pour
obtenir :
r + 3y + 4z + 9 = 0
— 5y — bz — 14t = 2
(5) = o5y — 3z — 11t = 1
— 3y -3t =0
1
On effectue Ly <> Ly puis Ly < §L2, ce qui donne :
r + 3y + 42 + 9 = 0
-y -t =0
(9) = o5y — 32 — 11t = 1
— 5y — bz — 14t = 2
On effectue les opérations Lg <— L3 — 5Ly et Ly < Ly —5Ls :
r + 3y + 4z + 9 = 0
-y + ¢t =0
(5) — 3z — 6t =1
— bz — 9t = 2

5
On effectue enfin Ly < Ly — §L3 :

—

U

S~—

|

w

N

|

@)

~

|
W= O O
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Le systéme linéaire AT.A.Z = AT b, d’inconnue Z,admet donc 'unique solution :

6
11 -1 . : N
Z = 3|3 qui correspond au vecteur colonne w des questions 11 a 13.
1

14.4. D’apres le résultat de la question 13.2. et 14.3., le polynome F, de degré inférieur ou

égal & 3 qui minimise ®3 sur Ps est P, donc | Py =2 — %X - X%+ %X‘g.

Apres calculs, on obtient : Py(xg) = 1 = yo, Po(x1) = 2 = y1, Po(xe) = 1 = yo et

3
Py(r3) = 0= ys alors | As = Y _(yx — Pol(a))* = 0.

k=0

Remarque :

Ici on est dans le cas m = n = 3, alors f,, est surjective et injective (voir question 4.). Alors il
existe un et un seul polynéme P de P; qui vérifie f,,(P) = (vo,- .., Yn) et alors ®,,(P) = 0. On en
déduit que ce polynome P minimise ®,, sur P,, = Ps et par les résultats de la question 13, on a
P = P, = Fy. 1l est donc normal de trouver ici A\3 = ®3(F) = 0.

Fin du corrigé



