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Exercice 1

Soit aq, ..., a, des réels. Montrer que :

Exercice 2

Soit E = {f € C°([a,b],R), Vx € [a,b] f(z)> 0}. Montrer que A = {/bf(t)dt X /b %dt, fe E}

est une partie de R qui admet une borne inférieure, et la déterminer.

Exercice 3

Soit E un espace préhilbertien réel et f,g: E — E deux applications telles que

V(z,y) € E* (z, f(y)) = (9(x),y)

Montrer que f et g sont linéaires.

Exercice 4

On munit M,,(R) de son produit scalaire canonique : (A, B) = tr(A”.B). On note D, (R) le sous-
espace vectoriel des matrices diagonales de M,,(R). Déterminer 'orthogonal de D,,(R).

Exercice 5

2 3

1. Montrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur Mo (R).

Pour X et Y dans Moy (R), on pose (X|Y) = X7. (3 2) Y.

2. Déterminer 'orthogonal de (1)

Exercice 6

Soit F un espace euclidien et a un vecteur normé de E. Pour a € R, on considere f, 'endomor-
phisme défini par Vo € E f,(z) = 2 + a(z, a)a.

1. Déterminer les éléments propres de f,.
2. Pour quelles valeurs de «, f, est-il bijectif?

3. Pour 8 € R, calculer f, o f3, en déduire alors la bijection réciproque de f, lorsque f, est
bijectif.

Exercice 7

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace eulcidien.
Montrer que (F + G)t = F- NG+, puis (FNG)t = F+ + G
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Exercice 8

Soit eq, ..., e, des vecteurs normés d’un espace préhilbertien réel E. Montrer que :
n
. . . 2
(€1,...,¢e,) est une base orthonormée de E si, et seulement si, Vo € £ ||z]|* = E (x]ex)”.
k=1

Exercice 9
Pour P et @ dans R,[X], on pose (P, Q) = Z P(k)Q(k).
k=0

1. Montrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur R,,[X].
2. Trouver une base orthonormée de R3[X] pour ce produit scalaire.

Exercice 10

On considere F' = Vect(xy,...,2,) et G = Vect(yy,...,y,) deux sous-espaces vectoriels d'un
espace euclidien FE tels que

V(i,5) € [Ln]*  (zi25) = (v, y5)
1. Montrer que (z1,...,x,) est libre si et seulement si (yi,...,y,) est libre.
2. Montrer que F' et G ont méme dimension.

Exercice 11
Soient p et ¢ deux projections orthogonales d’'un méme espace euclidien E tels que p o ¢ soit une
projection orthogonale.
1. Montrer que V(z,y) € E* (p(z),y) = (z,p(y)).
2. Montrer que poq = qgop.
3. Montrer que Sp(p + ¢) C {0, 1,2}.
Donner un exemple ou il y a égalité.

Exercice 12

!/ /
Pour A = (CCL 2) et A" = ((i, Z,) dans Ms(R), on pose (A, A") = aa’ + bb' + ¢ + dd'.

1. Montrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur Ms(R).

1

2. Calculer la distance de la matrice A = (_ 1 9

) au sous-espace vectoriels des matrices

triangulaires supérieures.

Exercice 13
1

On pose E = R3[X] et pour tous polynoms P et Q de E : (P, Q) = / P(t)Q(t)dt.

Soit F={PeFE, (X*?-1,P)=(X,P)letQ= 1+X+X2+X3.1

Montrer que Im’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

Déterminer d(Q, F') la distance de @ a F.

On munit R,[X] du produit scalaire précéden, pour k € [|[1,n];], on note

P, = S T (X2 -1k et Qp = Pk(k). Montrer que (Qo, . ..,Q,) est une base orthogonale de
R, [X]. Cette base est-elle orthonormée ?
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