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Exercice 1

Combien y a-t-il de matrices orthogonales d’ordre n a coefficients dans Z 7

Exercice 2

On munit M,,;(R) de son produit scalaire canonique. Soit U dans M,,;(R) avec U # 0.

1. Montrer que A = 1,, — U.UT est une matrice orthogonale et symétrique.

1U11?
2. Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres de A.

Exercice 3

Soit J € M, (R) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.

1. Soit A € M, (R), montrer qu’il existe & € R tel que X 4(X) = X" (X — ), olt X4 est
le polynome caractéristique de J A.
Ecrire ce réel a en fonction des coefficients de la matrice A.

2. Soit A € O,(R). Montrer que J + A n’est pas inversible si, et seulement si —1 € Sp(JA).
3. En déduire les matrices A € O, (R) telles que J + A soit inversible.

Exercice 4
Soit A = (a,;) € O,(R). Montrer :

E (l,’j

1<i,5<n

<n < Z laij| < nvn

1<i,j<n

(On pourra calculer AV ou VT = (1,...,1).)

Exercice 5 Décomposition QR

1. Les colonnes d'une matrice de M,,(K) sont identifiées & des éléments de R", que I’on munit
de son produit scalaire canonique, et dont on note B¢ la base canonique. Soit A € GL,(R).

(a) Soit B = (C},...,C,) la famille des colonnes de A.
Justifier I'existence d’une base orthonormée B; = (Cf,...,C’) de R™ telle que :
Vk € [1,n] Vect(Cy,...,Ck) = Vect(Cy,...,C}) et (Cy, Cp) > 0.

(b) En déduire qu’il existe un couple (@), R) de matrices de M,,(K) tel que :
A = QR avec () orthogonale et R triangulaire supérieure a coefficients diagonaux stric-
tement positifs.
Indication : On pourra interpréter ’égalité a démontrer en termes de matrices de pas-
sage.

2. Application : Inégalité de Hadamard :
Soit A € M,,(K), montrer que :
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Exercice 6
Soit E un espace euclidien et deux projecteurs non nuls p et q et différents de Idg.

1. Montrer que p est une projection orthogonale si, et seulement si p est endomorphisme
autoadjoint.

2. Montrer que p est une projection orthogonale si, et seulement si Vo € E ||p(x)|| < ||z]].
3. Montrer que p est une projection orthogonale si, et seulement si Vo € £ (p(x),x) > 0.

4. On suppose dans cette question que p et ¢ sont des projections orthogonales.
Montrer que p o g o p est un endomorphisme autoadjoint et que ses valeurs propres sont
toutes dans 'intervalle [0, 1].

Exercice 7
Déterminer les matrices M € M,,(R) telles que M.M*.M = I,.

Exercice 8

Soit S € SF(R); Montrer que I'application ¢ : (X,Y) — X7T.S.Y définit un produit scalaire sur
M1 (R).

Exercice 9

Soit A € M,,(R) une matrice symétrique défini-positive. On note Ay, ..., A, les valeurs propres de
A.

Montrer que VX € M, (R), M. XTX < XTAX <\, XT.X.
En déduire que tous les coefficients diagonaux de la matrice A sont strictement positifs.
Montrer qu’il existe B € M,,(R) telle que A = BT.B.

Montrer qu’il existe une matrice S symétrique a valeurs propres strictement positives telle

que A = S2.

Ll

Exercice 10 Décomposition de Choleski

Le but de l’exercice est de démontrer que toute matrice symétrique réelle définie-positive S se
décompose de facon unique sous la forme S = TT. T avec T matrice triangulaire supérieure & coef-
ficients diagonaux strictement positifs. Cette décomposition s appelle la décomposition de Chosleski
de S

1. Soit T' € M,,(R) une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement
positifs et S = T7.T. Montrer que S € S;(R).

2. On suppose qu’il existe T et T, deux matrices triangulaires supérieures a coefficients dia-
gonaux strictement positifs telles que T{ . Ty = T3 .Ts.

a) Montrer que A = T1. T, ! est une matrice diagonale & coefficients diagonaux strictement
2
positifs.

(b) Montrer que A% = I,,. En déduire que T} = Ts.
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3. On suppose que S € ST (R), on sait (exercice précédent) que (X,Y) = XT.SY définit un
produit scalaire sur M,,;(R).
Soit B = (Ey, ..., E,) la base canonique de R"™ et B = (V4,...,V},) 'orthonormalisée de
Gram-Schmidt de B pour ce produit scalaire. On note 7' la matrice de passage de la base

B’ a la base B.

(a) Montrer que 7' est une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux stricte-
ment positifs.

b) Montrer que S = TT.T.
(b) q

Exercice 11

Soit E = C°([0, Z],R). Pour tout couple (f,g) € E?, on définit le produit scalaire suivant :

- / * Fg(tdt

On considere les endomorphismes V et V* de E deﬁnis par :

vee (0,5 V()= /wa(t)dt ot V*(f / F(#)dt.
1. Montrer que pour tout (f,g) € E?, (V(f),g) = (f, V*(g)).

2. Montrer que V* o V' est un endomorphisme autoad301nt défini-positif.

3. Soit A une valeur propre de V* o V' associée au vecteur propre fy. Montrer que f, est de
classe C? sur [0,7/2] et déterminer une équation différentielle vérifiée par fy.

Exercice 12

Soit E/ un espace euclidien et f un automorphisme de F.
Montrer que f est une isométrie si, et seulement si, V(z,y) € E* (f(z),y) = (z, f'(y)).

Exercice 13

Soit F/ un espace euclidien et f une isométrie de E. Montrer que f est diagonalisable si, et seule-
ment si f est une symétrie.

Exercice 14

n
Soit (by,...,b,) € R™ tel que Z b2 = 1. On note u I’endomorphisme de 'espace euclidien R" ca-
k=1
noniquement associé a la matrice 24 — I,, avec A = (b;b;)1<; j<n- Montrer que u est une isométrie.

Reconnaitre cette isométrie.

Exercice 15

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 muni d’une base orthonormale directe (e, es, €3).
Soit a un vecteur unitaire de FE.

1. Calculer [la A er]]® + [la A ea* + [Ja A es]*.

2
2. Montrer que 'un des trois nombres ||a A eq]|, ||a Aez|], ||a A es]| est supérieur ou égal a \/;
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Exercice 16

Soit u un vecteur normé de R3. Déterminer tous les endomorphismes f de R? tels que :
Ve € R® (zAw, f(z)) est lide.

Exercice 17

Soit £ un espace euclidien orienté de dimension 3. Soit u un endomorphisme de E vérifiant :
Vee E, (u(z),z)=0.

1. Montrer que V(z,y) € E* (u(z),y) = —(z,u(y)).
2. Montrer que la matrice de u dans une base orthonormée directe est antisymétrique.
3. Montrer qu’il existe un vecteur a € E tel que Vo € E, wu(x) =a A x.

4. Exprimer u3 en fonction de u.

Exercice 18

1 1+4v3 V3-1

1
SoitA==-1] 1—+3 1 —1 — /3 |. On considere ’'endomorphisme u de 'espace eulcidien
~1-v3 V3-1 1

R? canoniquement associé a A.
1. Montrer que A € SO3(R).
2. Déterminer les vecteurs invariants par w.

3. Donner les éléments caractéristique de wu.

Exercice 19

Dans l'espace euclidien orienté R3, on considere la rotation r d’axe D dirigé par un vecteur normé
d et d’angle de mesure 6.

1. Soit x € R?, montrer que si zLd alors  r(z) = cos(#)x + sin(f).d A

2. En déduire que pour tout vecteur x de R3

r(z) = cos(f)x + (1 — cos(0))(d, z).d + sin(0).d A



