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Probléme I : Voir corrié du DS 03 Sujet B

Probléme Il : Extrait de CCMP PSI 2001

Dans tout ce probléme, l'entier n est supérieur ou égal 4 1 (n > 1); E est un espace vectoriel complexe de
dimension n.

Définitions :

Une application u de F dans lui-méme est dite semi-linéaire si elle posséde la propriété suivante :

Pour tout scalaire a et tout couple de vecteurs = et y de I’espace vectoriel E la relation ci-dessous est vérifiée :
u(az +y) =au(x) +u(y).

Le nombre complexe @ est le nombre complexe conjugué de a.

Un nombre complexe p est une valeur co-propre de 'application semi-linéaire u s’il existe un vecteur x différent
de 0 tel que la relation ci-dessous soit vérifiée :

u(z) = px.
Le vecteur z est un vecteur co-propre associé a la valeur co-propre f.
Objectif :

Le but est d’étudier, pour une application semi-linéaire u donnée, les valeurs et vecteurs co-propres.

I Premiéres propriétés
Soit u une application semi-linéaire de l'espace vectoriel E.
Q 23. Soit un vecteur z différent de 0, appartenant & ’espace E, supposons que 1 et uo soient deux complexes

tels que les relations u () = pyz et u (x) = pox aient lieu, alors u1z = pox et donc (1 — p2)x = 0. Le vecteur
x étant non nul il vient g = po.

On en déduit que pour un vecteur x donné différent de 0, appartenant & ’espace F, il existe au plus un nombre
complexe u tel que la relation u (z) = px ait lieu.

Q 24. On suppose que le nombre complexe p est une valeur co-propre de I'application semi-linéaire w, alors il
existe un vecteur  non nul tel que u(z) = pax.

Soit un réel @, le nombre complexe pe? est encore valeur co-propre de I’application semi-linéaire u, si et seule-
ment si il existe un vecteur y dans E tel que u(y) = ue'?y.

Cherchons ce vecteur y sous la forme y = e*“z avec a € R.

On sait que u(y) = u(e’®x) = e~ u(x) = pe~ "z, on aura donc u(y) = pey <= pe?e’®z = pe~z.
11 suffit donc de choisir « tel que 8 + « = —«, ce qui donne o = —5

—i0/2

On a donc u(y) = pey avec y = e 2 qui est bien un vecteur non nul.
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—i0/2

On a donc V8 € R, e est une valeur co-propre de u et un vecteur co-propre associé est y = e T avec

x un vecteur co-propre x associé & la valeur co-propre p.

Q 25. Etant donnée une valeur co-propre ju de I'application semi-linéaire u, soit E,, 'ensemble des vecteurs x
de I'espace vectoriel E qui vérifient la relation u (z) = px :

E,={x€E/u(z)=px}.
Par définition de p, F,, est inclus dans E et contient au moins un vecteur non nul.
e Si pu # 0, alors pour tout complexe non nul « et tout = non nul de £, on aura
u(ax) — pa = au(x) — pax = p. (@ —a)x #0

donc ax ¢ E, et E,, n’est pas un espace vectoriel complexe.
o Si 1 = 0, alors pour tout complexe « et tout couple (z,y) de vecteurs de E,, on a

u(aw +y) = au(z) + u(y) =0 = plax +y)
donc (ax +y) € E, et E,, est donc un sous-espace vectoriel complexe de E.
o Pour tout réel o et tout couple (z,y) de vecteurs de E,,, on a :

u(ow +y) = au(z) +u(y) = au(z) + u(y) = opx + py = plaz + y)

donc ax +y € E, et £, est un sous-espace vectoriel réel de E.

E,, est toujours un espace vectoriel réel et c’est un espace vectoriel complexe seulement pour p = 0.

Q 26. Etant données deux applications semi-linéaires u et v, pour tout (z,y) € E? et tout complexe a on a :
Y

(uov)(az +y) = u(v(ar +y)) = u(av(z) + v(y)) = au(v(z)) + u(v(y)) = a(uov)(z) + (uov)(y)

Donc u o v est une application linéaire.

II Matrice associée & une application semi-linéaire

Soit v une application semi-linéaire de I’espace vectoriel E ; soit (e;),;,, une base de I’espace vectoriel E. A un
vecteur x, de coordonnées 1, s, ..., T,, est associée une matrice-colonne X, d’éléments x1, xo, ..., x,, appelée
(abusivement) vecteur.

Q 27. Soit une application semi-linéaire v et une base (e;),,,, de E.

n
Pour tout z € F, il existe d’uniques complexes x1,...,x, tels que x = E x €5, alors
j=1

n

y=ulx) =Y ulze;) = iju(ej)

j=1

n
Vie[l,n] wu(e;) € E donc I(ay j,...,an,) € C" ule;) = Zai,jei
j=1
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On aura donc

n n n n

y=u(r) = E Tja;je; = E ai;T; | €
/ 1

j=1i=1 i=1 \ j=

Ce qui donne matriciellement :

n
E ai;T;
j=1

y=u(z) =Y = : —Y=A4X

n
E On,jTj
j=1

avec A = (a;;) € M,(C) telle que Vj € [1,n] ai1;,...,an,; sont les coordonnées du vecteur u(e;) dans la base
(ei)lgign de E.

Q 28. Soient A et B les matrices associées & une méme application semi-linéaire v dans les bases (e;);,,, €t
(fi)1<i<n respectivement. Soit S la matrice de passage de la base (€;),-;~,, & la base (fi);<;<,-

Notons X et Y les matrices colonnes des coordonnées de deux vecteurs z et y dans la base (e;),,.,,, et X', Y’
celles dans la base (f;);<;<,,- On sait, par les formules de changement de bses que X = SX', Y = SY” et S est
inversible. o

On aura alors y = u(z) <= Y = AX et y = u(z) <= Y’ = B.X’, ce qui donne :
SY'=ASX' = A.S.X'

et donc Y’/ = S1.A4.5.X'.
On a donc

VX' € M,1(C) BX =S8 1ASX

En prenant pour X’ les matrices E1, ..., E, de la base canonique de M, 1(C), on obtient | B = S~1.A.S |par

égalité des coefficients d’indice (¢, j) de ces deux matrices.

Etant donnée une matrice carrée A, complexe d’ordre n, le vecteur X, différent de 0, (X # 0) est un vecteur
co-propre de la matrice A, associé a la valeur co-propre u, si le vecteur X et le nombre complexe p vérifient la
relation matricielle ci-dessous :

AX = puX.

Dans la suite toutes les matrices considérées sont des matrices carrées complexes.

IIT Exemples :

Q 29. Soit A la matrice d’ordre 2 définie par la relation suivante : A = ( 0 -1 ) On cherche les complexes

10

Page 3/8



PSI - UN CORRIGE DU D.S. 03 - SUJET A -

w tels qu’il existe X = ( z ) # 0 tel que AX = puX.

AX =pX et X £0 (:Lb) = (ZZ)
—b=pa
<~ { a = pub
(a,0) # (0,0)
b= -Tia
<~ { a=—[u.pu.a
(a,0) # (0,0)
b=—na
= { a=—|ul*a
(a,b) # (0,0)
b=—pa
= { 1= —|uf?
(a,b) # (0,0)

Or |p]? = 0 donc le dernier systéme n’est jamais vérifié.

0

La matrice A = ( 1

-1
0 ) n’admet pas de valeur co-propre.

Q 30. Si une matrice A est réelle et admet une valeur propre réelle A, alors il existe X € M,, 1(R) telle que
X#0et AX =XX.0r X =X donc A.X = \.X avec X # 0, ce qui signifie que \ est une valeur co-propre
de A.

Cette matrice A a donc au moins une valeur co-propre.

IV Correspondance entre les valeurs co-propres de la matrice A et les
valeurs propres de la matrice A.A :

Soit A une matrice carrée complexe d’ordre n.

Q 31. On suppose que le scalaire p est une valeur co-propre de la matrice A, alors il existe X # 0 tel que
AX = pX. On a alors, par propriété de 'application conjugué et du produit matriciel :

AX =pX = AX=pX

—
— AAX=nAX=70uX
—

AX = uX

Et puisque X # 0, | le réel |u|? est une valeur propre de la matrice A.A.
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Q 32. Soit A une valeur propre positive ou nulle (A > 0) de la matrice A.A et X un vecteur propre associé :
AAX = )X,

e Supposons que les vecteurs A.X et X soient liés; puisque X # 0, cela signifie qu’il existe a € C tel que
A.X = aX, donc «a est une valeur co-propre de A et par la question précédente A.A.X = |a|?.X, donc |a|? = A,
ou encore |a| = V.

a est une valeur co-propre de A, alors V0 € R ae® est une valeur co-propre de A (question 24) or
a = |al.e’*2(@) donc || = v\ est une valeur co-propre de A (prendre § = — arg(a)).

o Supposons que les vecteurs A.X et X soient indépendants. -
On a donc Y(a, 8) # (0,0), Y = aAX + 5.X # 0. Cherchons (a,8) # (0,0) tel que A.Y = VAY

AY = aAAX+BAX
= a\X+pAX
AY = BAX+a X

On en déduit que :
AY =VAY — BAX+a X =V aAX +VABX

par liberté de la famille (4.X, X) on a

o B=av/a
AY =V\Y — {a)\:ﬁ.ﬁ

—= pB=a/A
OnadoncY = AX +VAX #0et AY =+/\.Y, donc VX est une valeur co-propre de A.

Dans tous les cas on a bien v/ est une valeur co-propre de A.

Q 33. Les questions 31 et 32 montrent que le réel positif ou nul p est valeur co-propre de la matrice A, si et
seulement si le réel p? est valeur propre de la matrice A.A.

Q 34. Etant donné un réel m, soit A,, la matrice définie par la relation suivante :

m —1
Am_<1 0).
Les valeurs co-propres réelles positives de A,, sont donc les racines carrées des valeurs propres positives de la
matrice A,,.A,,.

A est a coefficients réels donc A.A,, = A2, = (

m2—1

-m ..
m 1 ), son polyndéme caractéristique est

Xaz = X7 —tr(A2)X +det(A}) = X*> — (m* - 2)X +1

Le discriminant de x 42 est A = (m? —2)? —4 = m* — 4m? = m?(m — 2)(m + 2), on en déduit que la matrice

A, A, admet des valeurs propres réelles si et seulement si |m| > 2 ou m = 0.
e Sim €] —2,2[ et m # 0 alors A, n’a pas de valeurs co-propres positives.

e Sim € {—2,0,2} alors A = 0 et I'unique valeur propre de A.A est 1, donc I'unique valeur co-propre positive
de A,, est 1.
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m2—2+mvVm2—14

e Sim €]—o0, —2[U]2, +o00[ alors A > 0 et A.A admet deux valeurs propres réelles qui sont \; =

2
2_2—-—mvm? -4
et Ay = m ;n m avec A\; + Ay = tr(A?) = m? —2 > 0 et A\ = 1, donc ces deux réels sont po-
2 2
-2 vm?2 —4
sitifs. La matrice A,, admet donc deux valeurs co-propres qui sont p; = A = \/m +;n mn et

m? —2—mvm2—4
H2 = 5 .

V Cas d’une matrice triangulaire supérieure :

Dans cette partie la matrice A est une matrice triangulaire supérieure (les éléments situés en-dessous de la
diagonale principale sont nuls).

Q 35. Si A est une valeur propre de A alors A est un des coefficients de la diagonale de la matrice triangulaire

A.

A1 (%) A (*) [Aaf? ()
Notons A = alors A = et AA= donc Vi € [1,n] |\i|?

An An An|?
est une valeur propre positive de A.A, on sait alors (question 32) que |\;| est une valeur co-propre de A.

Si X\ est une valeur propre de la matrice A, alors |A| est une valeur co-propre de A et par question 24 on a
A =|A.e arg(A) est aussi une valeur co-propre de A et toujours par la question 24 on obtient que

VO € R Ae' est une valeur co-propre de A.

Q 36. Si p est une valeur co-propre de la matrice A, alors |u| = p.e~ 281 est une valeur co-propre positive
de A (question 24) alors (question 33) |u|? est une valeur propre de A.A, et comme les valeurs propres de A.A
sont les réels |\;|? avec i € [1,n]? et \; valeur propre de A (question précédente), il existe k € [1,n] tel que
l1)? = |\e|?. On a alors Ay = |pe?@8Xe) =y ei(ars(An)—ars(i) ot ), est une valeur propre de A.

Il existe donc 6 € R tel que p.e?? soit une valeur propre de A.

Q 37. Soit A la matrice définie par la relation ci-dessous :

e La seule valeur propre de la matrice triangulaire A est A = i = ¢’%. On sait alors par question 35 que 1 = ie™*3
est une valeur co-propre de A.

e X est un vecteur co-propre de A associé a la valeur co-propre 1 si, et seulement si A.X = 1.X.
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Soit X = ( Z——:-_zlz > avec (a,b,c,d) € R*
= i 1\ (a—ib) _ [a+ib

AX =X = <0 i>'<c—id)<c+id)

ai+b+c—id\  (a+ib

— ( ci+d )_<c+z’d)

b+c+ila—d)=a+ib
— { cd+d=c+id

par identification des parties réelles et imaginaires on a

b+c=a

AX =X — a—d=2b
d=c
< ¢ d

=b+d

. 1414 .
On en déduit que le vecteur X = ( 3_1) est un vecteur co-propre de A associé a la valeur co-propre 1.

VI Une caractérisation des valeurs co-propres :

Soit A une matrice carrée complexe d’ordre n ; soient B et C' les matrices réelles définies par la relation suivante :
A=B+iC.

Q 38. D’apreés la question 24, le nombre complexe p est valeur co-propre de la matrice A si et seulement si le
nombre réel || est valeur co-propre de A puisque pu = |u|.e?*8W) et |p| = p.e~?2r8H),

Motrons alors que |u| est une valeur co-propre de A si, et seulement si, || est une valeur propre de la matrice
D, carrée réelle d’ordre 2n, définie par blocs par la relation suivante :

B C
b= < C -B ) :
Soit X et Y des matrices colonnes réelles & n lignes, par produit de matrices par blocs compatibles on a :
X\ X BX +CY\  (|ul.X
p(y)=u(¥) = (exT) = (hiv

BX +CY = |u|X
CX — BY = |ulY

par unicité des parties réelles et imaginaires
X X . .
D. (Y) = || <Y> <— (BX+CY)+i(CX —BY)=|u/(X +1iY)
— (B+iC).(X —iY) = |p[(X +1iY)
X X - .
D. (Y) = || (Y) — AX+iY =|p[.(X +1iY)
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. X . . . .
On en déduit que < est vecteur propre de D associé a la valeur propre |u| si, et seulement si X + iY es

Y
vecteur co-propre de A associé & la valeur co-propre |u|.

t

On a donc bien p est une valeur co-propre de A = B + iC si, et seulement si |u| est valeur propre de D = (

B C
C -B

)

o e e FIN o o o
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