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1 Ensembles dénombrables et familles sommables

1.1 Notions sur les ensembles dénombrables

Definition 1.1

1. Un ensemble E est dit dénombrable s’il est existe une bijection de N dans F.
L’ensemble E peut étre décrit en extension sous la forme {x;,7 € N} avec des z; distincts.

2. Un ensemble FE est dit au plus dénombrable lorsqu’il est fini ou dénombrable.
S’il est non vide, E peut étre décrit en extension sous la forme {x;,i € I} avec des x;
distincts et 1 = N ou I = [1,n].
Ce qui revient aussi a dire que E est vide ou qu’il existe une surjection de N dans F.

Proposition 1.1

Sont dénombrables les ensembles suivants :
o N*, Z et N2,
e un produit cartésien d’'un nombre fini d’ensemble dénombrables.

Proposition 1.2

e Une partie d'un ensemble dénombrable est au plus dénombrable.

e Une union au plus dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable.

1.2 Notions sur les familles sommables

On admet qu’a toute famille au plus dénombrable (z;);c; d’éléments de [0, +00] on sait
associer sa somie sz € [0, 4+o0], et que pour tout découpage en paquets de [ : [ = U I,,

el neN
+oo
> om= (2w
i€l n=0 \i€l,

En fait on pose comme définition : le = Sup {Z xj, J partie finie de I} € [0, +o0].

iel jed

Definition 1.2

1. La famille au plus dénombrable (z;);c; d’éléments de [0, +00] est dite sommable lorsque :

Z$i<OO

el

En pratique on peut découper, calculer et majorer les sommes directement, la finitude de la
somme valant preuve de sommabilité

2. Une famille au plus dénombrable (z;);c; de complexes est dite sommable lorsque la famille
(|zil)ier Vest.
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Remarque 1.1

La sommabilité d’une suite (u,)n,en équivaut a la convergence absolue de la série > u, associée.

Exemple 1.1
1 1
e La famille (—2> est sommable, la famille <—) ne l'est pas.
"/ nen+ N/ nens
1

e La famille —2> n’est pas sommable.
(P +a+12) gene

est sommable.

e La famille (L

242

r-q ) (p,q)EN*xN*

Proposition 1.3

Soient deux familles au plus dénombrables (x;);c; et (v;)ier-

SiViel |z;| <y etsi(yi)ier est sommable alors (z;);c; est sommable.

Proposition 1.4 Admis

Les sommes de familles sommables se manipulent grace aux propriétés suivantes :

Soient deux familles sommables (z;)icr et (Y;)ier-

e Croissance : SiVie I x; < y; alors Z:p, < Zyz
icl icl

e Linéarité : VA € K, (z; + A\y;)ics est sommable et Ez(mZ + \y;) = Z T + A Z Ys.
icl i€l i€l

e Sommation par paquets : Pour tout recouvrement disjoints (Iy)ger de I

la famille (Z xl) est sommable et Z T; = Z (Z :v,)
keK

i€l icl keK \i€ly

e Théoréme de Fubini :

Si (u;;),j)erxs est sommable alors les familles (Z u”> et (Z u”> le sont et
jeJ el

iel jeJ

> w3 (Tw) -3 (T

(i,5)eIxJ i€l \jeJ jeJ \iel

e Produit de sommes :
Si (ai)ier et (b;);es sont deux familles sommables alors (a;b;); jyerxs 'est et

s a2 (5

(4,5)eIxJ iel jeJ
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2 Probabilités, variables aléatoires et lois usuelles

2.1 Univers, événements, variables aléatoires discretes

Pour certaines expériences, on ne peut prédire avec certitude le résultat, on peut seulement décrire
I’ensemble des résultats possibles. Ces expériences sont dites aléatoires.
L’ensemble de tous les résultats possibles est 'univers, noté €.

Definition 2.1 Tribu

e On appelle tribu ( ou o-algébre) sur un univers €2, toute partie & de P(2) qui vérifie :

e c o

eVAco/, Ace ouA=Q\A (stabilité par passage au complémentaire)

neN

e pour toute suite (A4, ),en d’éléments de o7, U A, € o  (stabilité par union dénombrable)

L’ensemble (€2, .27) s’appelle un espace probabilisable.

Les éléments de la tribu o7 sont appelés des événements.

e Deux événements A et B sont dits incompatibles lorsque AN B = ©.

On dit que I'événement A implique 1’événement B lorsque A C B.

Proposition 2.1

Si o est une tribu sur €2, alors :
e OE .

e La tribu o7 est stable par intersection dénombrable :
V(An)nen € 7N () An € .

neN
e o/ est stable par réunion et intersection finies :

SiAy,..., A, sont dans &, alors AyU---UA, e et AiN---NA, €.

Definition 2.2 Variable aléatoire discrete

QO — F

On appelle variable aléatoire discrete X sur (€2, .27) toute application X : W X(w

) telle que :

e X(Q) ={X(w), w e} estau plus dénombrable et

eVre X(Q), X '({z})={weQ, X(w)=z}estun événement.
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Lorsque X (£2) est fini, on dit que X est une variable aléatoire discrete finie.
Lorsque X (2) est dénombrable on dit que X est variable aléatoire discrete infinie.

Notations :
e Pour A € &, I'événement X 1(A) = {w € Q, X(w)€ A} se note (X € A).
o Vz € X(Q), 'événement X ! ({z}) ={w € Q, X(w)==x} senote (X ==z) ou [X = z].
e Lorsque X est a valeurs réelles, pour tout réel  on note
(X>2)=X""z,+0]) ={w e, X(w)>z}

de méme pour (X > z), (X < z), (X < x).

Exemple 2.1

On lance deux fois de suite un dé cubique. On note X la variable aléatoire égale a la somme des
numéros obtenus lors des deux lancers.
Décrire les événements (X est pair), (X > 5), (X =4).

Definition 2.3 Fonction d’une variable aléatoire

Soit X : Q — E une variable aléatoire discrete sur (§2, 47), et soit f: X(Q) C E — F.

Q— F
w i f(X(w))

f o X, notée f(X), est une variable aléatoire discrete sur (€2, &7).

On peut définir la composée fo X :

2.2 Probabilités

Definition 2.4 Probabilité
Si o7 est une tribu sur I'univers €2, on appelle probabilité sur (€2, <)

toute application P : &/ — [0, 1] qui vérifie :
e P(2)=1

e P est o-additive : pour toute suite (A, ),en d’événements incompatibles deux a deux,

+o00 +o0
la série Z P(A,,) converge et p (U An> = Z P(A,).
n=0 n=0

Le triplet (€2, .27, P) s’appelle un espace probabilisé.
e Pour tout événement A € o7, P(A) s’appelle la probabilité de I’événement A.

e On appelle évenement presque str tout événement de probabilité égale a 1.
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e On appelle événement négligeable tout événement de probabilité égale a 0.

e On appelle systéeme complet d’événements toute suite (A4, ),en d’événements incompatibles
deux a deux telle que Q = U A,

neN

e On appelle systeme quasi-complet d’événements toute suite (A, ) en d’événements incom-

—+00

patibles deux a deux telle que : Z P(A,) =1.

n=0

Proposition 2.2 Propriétés d’une probabilité

On considere (€2, o7, P) un espace probabilisé.

P(o) =0,

si (Ag)1<k<n est une famille finie d’événements incompatibles alors P (O Ai> = z”: P(Ay),
si A est un événement alors P(A) = 1 — p(A4), - -

si A et B sont deux événements tels que A C B alors

P(A) < P(B) et P(B\A)=p(B) - p(4)
si A et B sont deux événements alors P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B),

e Continuité croissante

Si (A,)nen est une suite d’événements telle que, pour tout n, on ait A, C A, alors

+o00
Jm Pid) =P (U An>

e Continuité décroissante

Si (A, )nen est une suite d’événements telle que, pour tout n, on ait A, 13 C A, alors

+00

e Sous additivité :

+oo +00
Si (A,)nen est une suite d’événements alors P <U An> < Z P(A,)
n=0 n=0

On rapelle que si la série diverge, la somme précédente vaut +00 .

Remarque 2.1 Application

Pour une suite (A,,)pen d’événements (non nécessairement monotone), on a :

n +oo - N
wr(Qa)-r(Ue)  mmr(@e)-r(2)
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On lance une piece de monnaie une infinité de fois. Déterminer la probabilité d’obtenir PILE a
tous les lancers.

2.3 Probabilités conditionnelles

Dans toute cette partie (£2,.27, P) est un espace probabilisé.

Definition 2.5 Probabilité conditionnelle

Si A et B sont des événements tels que P(B) # 0, on appelle probabilité conditionnelle de A
sachant B le réel :

P(ANB)
Pp(A) = P(A|B) = “P(B)
L’application Pg : jl__: PLO,({A]D définit une probabilité sur (€2, 7).
B

Proposition 2.3 Formule des probabilités composées

Si Ay,..., A, sont des événements tels que P(A; N...NA,_1) # 0 alors

P(Al ﬂ o e ﬂ An) - P<Al)-PA1 (AQ).PA1QA2(A3) P PAlﬂ...ﬂAn_1<An)

Proposition 2.4 Formule des probabilités totales

Si (A, )nen est un systeme complet ou quasi-complet d’événements, alors pour tout évenement B
la série Y P(B N A,) converge et

P(B)=) P(BNA,) =) P(A,).P(B|A,) =) P(A,).Ps,(B)

en adoptant la convention P(B|A,).P(A,) =0si P(A,) = 0.

Proposition 2.5 Formules de Bayes

1. Pour deux événements A et B de probabilité non nulle, on peut relier les probabilités condi-
tionnelles P4(B) et Pg(A), ce qui permet en pratique d’inverser cause et conséquence :

P(B)Pa(B)

Formule de Bayes

2. Si (A,)nen est un systeme presque-complet d’événements alors pour tout événement B de
probabilité non nulle
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P(Ay) Pa,(B)

Vk €N, Pp(Ap) = —
ZP(AH)'PAn(B)

Formule de Bayes

2.4 Loi d ’une variable aléatoire discrete

Definition 2.6 Loi d’une variable aléatoire discrete

Si X est une variable aléatoire discrete sur (2, &7, P),

PX(©Q) — 0,1

on appelle loi de X l'application Py : U — P(X eU)

La loi de X est déterminée par la distribution de probablités (P(X = )),. x(q)» €’est pourquoi on
appellera plutot

loi de X la donnée de X (€2) et des probabilités P(X = x) pour xz € X (12).

Remarque 2.2

Si X est une variable aléatoire discrete sur (2, o7, P) telle que X () = {x;,i € I} (I au plus
dénombrable) alors
o ({X = 2;}),.; est un systeme complet d’événements.

e Py est une probabilité sur (X (), P(X(9)).

En particulier : Z P(X =u;) =1.

el

Notation : Lorsque deux variables aléatoires X et Y ont méme loi, on note X ~ Y.

Remarque 2.3
Si X ~Y alors f(X) ~ f(Y) pour toute fonction f définie sur X (92) = Y (Q).

Definition 2.7 Variable géométrique de parametre p €]0, 1|

Une variable aléatoire X suit une loi géométrique de parametre p €]0, 1] lorsque
X(Q)=N*et VkeN" P(X=k)=pl-pr!
On note : X ~ G(p).

Interprétation : X s'interprete comme le rang du premier succes dans une suite illimitée d’épreuves
de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p.

Proposition 2.6

Si X ~G(p)alorsVke N P(X >k)=(1-p)*
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Definition 2.8 Variable de Poisson de parametre \ > 0

Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de parametre A € R lorsque

X

X@=Net YheN PX=k=c7

On note X ~ P(\).
Interprétation en termes d’événements rares

Definition 2.9 Loi conditionnelle de X sachant A

Soit A un événement tel que P(A) # 0 et X une variable aléatoire.

On appelle loi conditionnelle de X sachant A, la loi de X relativement a la probabilité P,
X©Q) — [0,1]
_ PA X =u).

c’est-a-dire I'application
= PyX =2)=

Exemple 2.2

On lance une infinité de fois une piece non équilibrée qui amene Pile avec la probabilité p €]0, 1.
On note X la variable aléatoire égale au rang du second Pile et A I’événement : le premier Pile est
obtenu au quatrieme lancer. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant A.

Definition 2.10 Couple de variables aléatoires

Si X:Q— FEetY :Q — F sont deux variables aléatoires discretes définies sur le méme espace

Q — Ex F

probabilisé (€2, <7, P), alors on dispose du vecteur aléatoire Z = (X,Y) : v oo (X(W),YW)) qui

vérifie :

e 7(Q2) C X(2) xY(Q), donc Z(Q) est fini ou dénombrable,

o V(z,y) € Z(Q), Z7 ({(z.9)}) = X" ({z) nY ' ({y}) € &

Tout couple de variables aléatoires discrétes est une variable aléatoire discrete.

Notation L'événement (Z = (z,y)) = (X = z) N (Y = y) sera en général noté (X = z,Y =y).

Definition 2.11 Loi conjointe - Lois marginales

On appelle loi conjointe de X et de Y, laloi de Z = (X,Y)).

Elle est donnée par la famille (P(X = z,Y =y)), ex@)xv (@)
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On appelle lois marginales du couple (X,Y), les lois de X et de Y, données par la formule des
probabilités totales :

eVreX(Q), P(X=12)= Y PX=zY=y)

yeY (Q)
eVyeY(Q), PY=y= ) PX=zY=y).
zeX(Q)
Definition 2.12 Vecteur aléatoire
SiX;:Q— Eq, ..., X,:Q— FE,sont des variables aléatoires discretes définies sur le méme espace

Q - Eix...xE,

probabilisé (§2, o7, P), alors on dispose du vecteur aléatoire Z = (Xi,..., X,,) : w o (X (W) X, (w))
1 yrr ey “in

qui vérifie :

o Z(2) C X1(02) x -+ x X,,(2), donc Z(R2) est fini ou dénombrable,

eV(ry,...,72,) € Z(Q), Z7  {(21,...,z)}) = X " H{m PN n X ({,)) €

Tout n-uplet de variables aléatoires discretes est une variable aléatoire discrete.

Notation L’événement (Z = (x1,...,2,)) = (X1 = 1) N--- N (X, = z,) sera en général noté
(Xl = Il,...,Xn = In)

2.5 Indépendance
Definition 2.13

1. Deux événements A et B sont dits indépendants lorsque | P(AN B) = P(A).P(B).

2. Des événements A, ..., A, sont dits indépendants deux a deux lorsque

3. Des événements Aj,..., A, sont dits indépendants ( ou mutuellement indépendants)
lorsque

pour toute partie I de [1,n], P <ﬂ Ai> = HP(AZ-).

el i€l

Remarque 2.4 Indépendance et indépendance deux a deux

L’indépendance de n évenements entraine leur indépendance deux a deux.
La réciproque est fausse.
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Proposition 2.7 Indépendance et complémentaires

e Si A et B sont deux événements incompatibles alors A et B le sont aussi.

e Si Ay,..., A, sont des évenements indépendants alors les événements By, ..., B,, avec
B; € {Ai, Ai}, sont indépendants.

Definition 2.14 Variables aléatoires indépendantes

Deux variables aléatoires discretes X et Y définies sur le méme espace probabilisé (€2, <7, P) sont
dites indépendantes lorsque

VAC X(Q2), VBCY(Q), P(XeAYeB)=PXeA).PY eDb)

Cela revient a dire que la distribution de probabilités de (X,Y") est donnée par :
V(z,y) € X(Q) xY(Q), P(X=u2Y=y)=PX=2).PY =y)

On note alors X L Y.

Definition 2.15 Suite i.i.d.

e On appelle suite de variables aléatoires indépendantes, toute suite (X, ),en de variables
aléatoires définies sur (2, .27, P) telle que Vn € N Xy, ..., X,, sont des variables aléatoires
indépendantes.

e On apelle suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, notée suite
i.i.d., toute suite (X, )nen de variables aléatoires indépendantes telle que Vi # j  X; ~ X;.

Proposition 2.8 Fonctions de variables indépendantes

e Si X 1 Y alors f(X) L g(Y), avec f et g des fonctions respectivement définies sur X (£2)
et Y (Q).

e Lemme des coalitions
si Xi,...,X, sont des variables aléatoires indépendantes alors pour tout k& € [1,n — 1],

f(Xqy, .., Xg) et g(Xgt1, ..., Xn) le sont aussi.

On peut étendre au cas de plus de deux coalitions.

3 Espérance et variance

Dans ce paragraphe, toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé
(Q, o, P).



PSI Chapitre 10 Variables aléatoires discretes 11

3.1 Espérance d’une variable aléatoire discrete réelle ou complexe

Definition 3.1 Espérance d’une v.a. a valeurs dans [0, +o0]

Si X est une variable aléatoire a valeurs dans [0, +00], on définit son espérance par :

E(X)= > aP(X =uz)

zeX(Q)

avec la convention zP(X =) =0si x = +oo et P(X =z) =0.

Exemple 3.1

Déterminer 'espérance d’une variable aléatoire de Poisson de parametre A > 0.

Definition 3.2 Variable aléatoire d’espérance finie

Si X est une variable aléatoire a valeurs réelles ou complexes, on dit que X est d’espérance
finie lorsque la famille (zP(X = x))zcx(q) est sommable.

Dans ce cas, la somme de cette famille est I’espérance de X : E(X) = Z rP(X = ).

On appelle variable centrée, toute variable aléatoire dont ’espérance est nulle.

Remarque 3.1

Lorsque X est d’espérance finie avec X (Q2) = {x,,n € N}, on peut écrire

+o0
Z r, P(X = x,)
n=0

> P(X =u,)

prises par X, chaque valeur Stant pondérée par la probabilité que X prenne cette valeur.

+oo
E(X) = ZInP(X =x,) = , donc F(X) est la moyenne pondérée des valeurs
n=0

Proposition 3.1 Cas d’une v.a. a valeurs dans N U {400}

Si X est une variable aléatoire a valeurs dans N U {400} alors

E(X) = f P(X >n)

Exemple 3.2

Déterminer 'espérance d’une variable aléatoire géométrique de parametre p €]0, 1[.
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Proposition 3.2 Formule de transfert

Si X est une variable aléatoire discrete (non forcément réelle) et si f est une application définie
sur X (€2) a valeurs réelles ou complexes alors

la variable aléatoire f(X) est d’espérance finie ssi la famille (f(z)P(X = x)).ex () est sommable;

et dans ce cas :

Ce qui permet de calculer 'espérance de f(X) sans connaitre la loi de f(X).

Proposition 3.3 Linéarité

Si a et b sont des scalaires et si X et Y sont d’espérance finie alors X + Y, aX, aX + bY sont
d’espérance finie et

E(X+Y)=EX)+ E(®Y)
E(aX)=aE(X) E(X+b) =aE(X)+b

E(aX +bY) = aB(X) + bE(Y)

Proposition 3.4
Si|X| <Y etsiY est despérance finie, alors X est d’espérance finie et E(|X|) < E(Y).

Proposition 3.5 Positivité et croissance de I’espérance

1. | Si X est a valeurs dans R alors E(X) > 0. (Positivité de ’espérance)

2. Si X est positive et d’espérance nulle alors P(X =0) = 1.

3. Soient X et Y d’espérance finie,

Si X <Y alors E(X) < E(Y) (Croissance de l’espérance)
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4. Si X et Y sont indépendantes d’espérance finie alors XY est d’espérance finie et

E(XY) = E(X).E(Y)

On peut étendre le résultat au cas de n variables aléatoires indépendantes.

3.2 Variance d’une variable aléatoire discrete réelle, écart-type et co-
variance

Dans ce paragraphe, toutes les variables aléatoires sont définies sur le méme espace probabilisé
(Q, o7, P) et sont a valeurs réelles.

Proposition 3.6

Si X? est d’espérance finie alors X est d’espérance finie, ainsi que (X — E(X))?.

Proposition 3.7 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si X2 et Y2 sont d’espérance finie, alors XY l'est aussi et

E(XY)? < E(X?).E(Y?)

Avec égalité si, et seulement si, X et Y sont presque strement colinéaires.

Definition 3.3 Variance - Ecart-type

Si X? est d’espérance finie alors on appelle

variance de X le réel V(X) = E (X — E(X))?),

écart-type de X le réel o(X) = /V(X).

De plus :

V(a,b) € R?, V(aX +b) =a*V(X) o(aX +b) = |a|o(X)

Exemple 3.3 Variance d’une variable géométrique, de Poisson

e Déterminer la variance d’une variable aléatoire géométrique de parametre p €0, 1].
e Déterminer la variance d’'une variable aléatoire de Poisson de parametre A > 0.
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Tableau récapitulatif des lois usuelles

Loi Probabilités Espérance Variance
VEk € [1,n]
1 n+1 n?—1
X~ Upa | P(X=k)=— B(X) = "= | v(x) ="
X~B(p) | PX=1=p E(X)=p V(X) =p(l—p)
VEk € [0,n]
X ~B(n,p) | P(X =k)= (Z) PrA=p)" " | E(X)=np | V(X)=mnp(l-p)
Vk € N*
1 1-—
X~Gp) | P(X =k =p(l—p) BX)=—  |V(X)=—F
Vk e N
k
X~P) | P(X=Fk) = e_’\% E(X) =\ V(X) =\

Remarque 3.2 Variable aléatoire centrée réduite

On dit que X est une variable aléatoire centrée réduite lorsque E(X) =0 et o(X) = 1.

Si X? est d’espérance finie avec o(X) > 0, alors Y =

Definition 3.4 Covariance

X - B(X
o(X)

est centrée réduite.

14

Si X et Y sont deux variables aléatoires discretes telles que X2 et Y2 soient d’espérance finie, on

appelle covariance de X et Y le réel défini par

Cov(X,Y) = E (X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y)

Remarque 3.3 Covariance de deux variables indépendantes

Si X et Y sont indépendantes alors cov(X,Y’) = 0.

Proposition 3.8 Variance d’une somme finie

Si X et Y admettent une variance alors 7 = X + Y admet une variance et

V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2Cou(X,Y)

Ce résultat s’étend a la somme de n variables aléatoires discretes X, . ..

, X o

n

n

VX1 + X+ .+ X)) =) > Cov(X;, X;

i=1 j=1

):iV(Xk)+2

Z Cov(X;, X;)

1<i<j<n
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Cas particulier Si X;,...,X, sont indépendantes deux a deux alors

VXi+...+X,)=V(X)) +... + V(X,).

3.3 Inégalités probabilistes
Proposition 3.9 Inégalité de Markov

Si X est une variable aléatoire réelle discrete positive alors

E(X)

a

Va >0, P(X >a)<

Proposition 3.10 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Si X est une variable aléatoire réelle discrete telle que X? soit d’espérance finie alors

Ve>0, P(X-EX)|>¢) <

Proposition 3.11 Loi faible des grands nombres

Si (X,)n>1 est une suite i.i.d. de variables aléatoires de variance finie alors,

en notant S,, = ZXk et m = E(X;)
k=1

on a .

1
Ve >0 lim P(‘—Sn—m'Ee):O
n

n—-+o00
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