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1 Questions préliminaires

question 1.1

1. Comme on demande une base de M seulement en question suivante, on va montrer que
M est un espace vectoriel avec la caractérisation de sous-espace vectoriel sans passer par
M est un sous-espace vectoriel car il s’écrit commle sous-espace vectoriel enge,dré par des
vecteurs particuliers.

M;(C) est un C-espace vectoriel, or R C C, donc c’est donc aussi un R-espace vectoriel.

L4 M C MQ(C)
e M n’est pas vide car contient la matrice nulle (prendre a = b = 0).
e Soit A € R et soit M; = <z% Z;) et My = (2% z;l) deux éléments de M, en posant

2= M\a+cetu=M\b+d, on aura, puisque A = \ pour tout réel \ :

Z=XNa+c=Xla+cé=Na+c=X\a+¢c

alors .
)\M1+M2:<.Z W)EM
TR

M est stable par combinaison linéaire.

On en déduit que M est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel My(C).

a b

2. Soit M = (.— _> € M, on peut écrire
b a

_ (Re(a) +iIm(a) —Im(b) + iRe(b)
M= (]m(b) +iRe(b) Re(a) —ilm(a) )

=3 8) camia (5 )+ (03 ()

Or (Re(a), Imf(a), Re(b), Im(b)) € R* ct les matrices (é ?)a(é 0-)7<Q é)’((f _01)

—i i
sont des éléments de M (R-espace vectoriel).

10 0 0 ¢ 0 -1
s=ven((o1)- (0 ) (o) (0 0)
On vérifie que les matrices (1 O) , (Z O.) , (0 Z) , (0 _01> sont linéairement indépendantes :

01 0 —2 7 0 1
Soit (a, 8,7, 6) € RY,

10 i 0 0 i 0 -1\ [a+if iv—20
O‘(o 1)*5(0 —z’>+7<z’ 0>+5(1 0)_(¢7+5 a—iﬁ)

On en déduit que

10 i 0 0 i 0 -1\ a+if=0
O‘(o 1>+6(0 —z)+7(z‘ o)+5<1 o>_0:>{5+m:0

On en déduit que
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Et par unicité des parties réelles et imaginaires d’un complexe, on a :

a((l) (1)>+ﬁ(é —Oi)JW(? é)+5<(1) —()1):0:>04:0=5=7=6

: 10 0 0 1 0 —1
alors les matrices (0 1) , (0 —i> , <Z O> , <1 0 ) forment une base de M et donc

M est de dimension 4.

3. Par calculs directs, en notant M; = (Z) Z;) et My = (ch Zj), on trouve (avec les regles

sur la conjugaison des nombres complexes)

zZ

MIMQZ(M Z)EM avec z=ac—bd, u=ad+bé

question 1.2

1 _
Soient M et My deux matrices appartenant a l’espace vectoriel M ; soit (M, My) = §T7’ (MlMQT)

e D’aprés les définitions données, M; € M et M € M, on en déduit que M,.M] € M
(question précédente), alors il existe (z,u) € C? tels que
MLME = (2
1--%2 in z
et donc 1
<M1,M2> = 5(2 + 5) = Re(z) €eR

L’application ¢ : (M7, My) — (M7, Ms) est donc définie sur M x M et est a valeurs dans R.

e Soit A € R et soit (M, My, M3) € M3, d’apres les définitions données, et puisque A = \ pour
tout réel A, on aura AM; + My M = AM,.MI + My. M| alors par linéarité de I'application
Trace, on obtient :

(AMy + My, M3) = X(My, M3) + (My, M)
L’application ¢, définie précédemment, est donc linéaire a gauche.
e En notant M; = Q Z_b et My = .Cf ZEZ , on obtient MMQT = Z_ ZEL avec
b a id ¢ oz

2 = ac + bd, donc
(M, Ms) = Re(z) = Re(a)Re(c) + Im(a)Im(c) + Re(b)Re(d) + Im(b)Im(d)
cette expression est clairement symétrique en a et ¢ et en b et d, donc
(My, M) = (M3, M)
L’application ¢ est symétrique.

© est symétrique et linéaire a gauche, elle est donc linéaire a droite et donc est symétrique
bilinéaire.
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e D’apres l'expression précédente, on a
(My, My) = |a]* + [b]* > 0

L’application ¢ est donc positive.
De plus la somme de deux réels positifs est nulle si et seulement si ces deux réels sont nuls
alors on a immédiatement

(My, My) =0=>|a* =0 = |b]* = |a] =0 = |b| = (a,b) = (0,0) = M; =0

@ est donc définie-positive.

L’application ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie-positive sur M, | c’est donc un pro-

duit scalaire sur M.

Ainsi M est un espace euclidien.

Notations et définitions

e Deux matrices M; et My de I'espace M dont le produit scalaire (M;, Ms) est nul seront dites
perpendiculaires.

e Soit G le sous-ensemble : G = {G € M, det(G) =1}
Il est admis que ’ensemble G est non vide, stable pour le produit des matrices et stable par passage
a I'inverse.

e Soit U le sous-ensemble : U = {U EM, U+UT=0, U?= —I}
e Soit V le sous-ensemble des matrices symétriques appartenant a l’espace M :
V={VeM, V=Vv"}

Il est admis que le sous-ensemble V est un sous-espace vectoriel de M.

2 Premiere partie

question 2.1 Propriétés élémentaires de l’espace M

. b : . -
1. Soit M = (a ! > une matrice de I'espace M ; par calculs on a immédiatement

ib a

M+ = (a+a)l=Tr(M)

M3 = (|a]? + |b]2) Iy = det(M) I,

2. On déduit de ce qui précede que pour G € M, on a :



PSI Un corrigé du D.M. n°06: Extrait de Mines-Ponts PSI 2000 4

GeEGe=det(G)=1e= GG =L G'=G

3. Soit M une matrice de I'espace M dont la trace est nulle (7r(M) = 0) ; d’apres le résultat
de la question 2.1.1, on a immédiatement M = iy

On en déduit que
M? = MM =M(-M')=-—MM = —det(M)I
et donc immédiatement (transposée d’un produit et linéarité de la transposition)

(MT)? = (M*)T = —det(M)I] = —det(M)I,

question 2.2 Matrices U
. UeU<—=UeMetU+U"=0et U?=—1I,.

a b
On pose U = (il_) &)’ alors

2a =0
T i(lz+5):0 a=0
U+U" =0+ i(b+b) = = Re(b) = 0
2a =0

On en déduit que U = (2 _Oy) avec y = Im(b) € R.

Alors il vient

-2 0 -1 0
UQ:—12<:>(S’/ 2):(0 _1)<:>y2:1<:>y€{—1,1}

L B 0 1 0 -1
Onendedmtquebl{(_1 O>’<1 O)}

2. e Soit M = (;2 Z;) une matrice de I'espace M, U est une matrice de ’ensemble .

0 1

Les matrices de U sont U; = (_1 0

) et Uy = —U;. Par calculs on a immédiatement

—a ib

M.U1 - <_Zb CL) - U1M

alors M.Uy = —MU, = —U;.M = Uy. M.

Pour M e MetU €U, ona M.U=U.M.
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e On suppose maintenant que 7Tr(M) = 0, alors on sait que M = M et puisque toute
matrice U de U est antisymétrique, on a :

T

MUY =U"M" = -UM" = -U(-M )" =UM = MU

La matrice MU € M est donc symétrique, donc | MU € V.

U étant a coefficients réels, on peut écrire U = U et alors

(UM =MTU" = —M".U=MU=MU=UM=UM=UM

La matrice UM € M est symétrique, donc | UM € V.

question 2.3 Norme d’une matrice M

a

1. Soit M = (ib Z;) une matrice de I'espace M, on a déja vu

(M, M) = |a|* + |b]* = det(M)

On en déduit que | ||M|| = \/(M, M) = \/det(M)

2. Soit M et W deux éléments de M, puisque MW € M, on aura d’apres ce qui précede :

IM.|W| = \/det(M).\/det(W) = \/det(M).det(W) = \/det(MW) = | MW |

question 2.4 Matrices appartenant a G

1. Procédons par analyse-synthese.

o Soit G = (= Z,b
i a
que G = cos(6)Iy + M, alors

Tr(G) =a+a=2Re(a) = 2cos(d)

€ G. Supposons qu'il existe 0 € [0, 7] et M € M de trace nulle tels

On en déduit que nécessairement Re(a) = cos(f), d’ou I'unicité de 6 puisque la fonction
cosinus est bijective sur [0, 7] et par conséquent I'unicité de

ilm(a) ib
M =G — Re(a)l, = ( ib  —iIm(a)

iIm(a) ib
ib —iIm(a)

De plus G € G alors det(G) = 1 = |al? + [b|* et donc Re(a)? < |a|*> < 1, ce qui donne :
Re(a) € [—1,1]. 1 existe alors 6 € [0, 7], tel que Re(a) = cos(f) : 6 = Arccos(Re(a)).

On aura alors

a b

e Soit G = (il_) d) € G. Posons M = ( >,alorsM€MetTr(M) = 0.

G = (Reo(“) Reom)> + M = cos(0), + M
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On a montré par analyse-synthese que :
VG eg, 3F0e(0,n], IMeMtr(M)=0etG=cos(0)ls+ M.

det(M) = Im(a)* + [b]* = |a]* + |b]* — (Re(a))? = det(G) — cos*(§) = 1 — cos*(6)

On a donc | det(M) =1 — cos*() = sin*(6).

On a vu en 2.1.3 que pour M € M telle que Tr(M) = 0, on a M? = —det(M)I,, donc

M? = —sin®*(0) I,

2. Soit M € M telle que M # 0 alors ||M|| = /det(M) # 0 et G| = ———.M € M par

multiplinéarité du déterminant :
det(Gy) = det | ——— M1 ( ! )thuw) 1
' det(M) VM

Autre méthode :

M
On sait que ||M| = /det(M) donc G; = ] et |G| = 1, or ||G4]] = \/det(Gy) donc
det(G1 =1.

On a bien G; € G.

3 Deuxieme partie

Dans toute cette partie, G' est une matrice donnée du groupe G, de trace nulle (7r(G) = 0) ; étant
donnée une matrice W appartenant au sous-espace vectoriel V, soit {o(W) la matrice définie par
la relation suivante :

(W) =G W +W.G"

question 3.1 L’endomorphisme (g de V

V:(Z.‘Z f) Ve V=aVle=b=be=becR

Alors

V = Re(a) ((1) (1)) + I'm(a) <8 0@.) +b (Q é) avee (Re(a), Im(a),b) € R?

]
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01 0 — 0

Les matrices (1 O) , (Z 0@.) , (S Z) sont dans V, donc V = Vect

i
0
. . o 10 1 0 0 1
V est donc un sous-espace vectoriel dont une famille génératrice est , N I .

10 ¢ 0 0
0 1)°\0 —2)"\1

01 0 —z 1 0

Cette famille est une sous-famille de la base de M fournie en question 1.1.2, ¢’est donc une

famille génératrice et libre de V.

. . 10 0
V est de dimension 3 et ((0 1) , (O

O.> , <O 2)) est une base de V.
—1 1 0

e Par distributivité du produit matriciel sur I’addition, on montre sans probleme de I’appli-

cation /¢ est linéaire.

Notons Y = lg(W) pour W € V), par linéarité de la transposition et propriété avec le

produit on a :

Y= (GW + WG =Wr.GT + GWF =W.GT+GW =Y

On en déduit que si W € V alors Y = (g(W) € V.

{s est donc un endomorphisme de V.

e Supposons que /¢ soit ’endomorphisme nul, alors VIV € V, GW + WG = 0.

1lére méthode : en particulier avec W = I, on aura

G+G'=0, avecTr(G)=0 etdet(G)=1

alors G € U et donc G = ((i _01) ouG:(

W = (8 Bz) € V, on aurait

0 2

0
-1 0

1 .
). Mais en prenant alors

(o(W) = (2,. O) A0 ou le(W) = (_022. ‘02) £0

ce qui est absurde.

—_
@)

b

2nde méthode : en particulier pour F; = 0 0), en posant G = (CE ZC_IZ), on aura

o (3 9+ ) =

Ce qui est absurde puisque det(G) = 1.

Par raisonnement par I’absurde, on a montré que

I’endomorphisme /g n’est pas identiquement nul.
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question 3.2 Propriétés de ’endomorphisme l¢
1. (a) Soit W eV

lgola(W)=G.(GW +WGT) + (GW + WGT).GT = G*W + 2GWGT + W.(GT)?

Or Tr(G) = 0 et det(G) = 1 donc G* = —det(G)Il; = — I et (GT)? = —det(G) I, = —1I,
(question 2.1.3), alors

lgole(W) =W +2GW.G" =W =2GWG" — 2W
De méme

2G Lg(W) = 2G*W + 2GWGT = —2W + 2GWGT = (g o lg(W)

Les endomorphismes (g o g et W — 2G.L(W) sont identiques.

(b) Pour W e V.
((GAe(W)) = o (%zg o eG(W))

(c) Par le résultat de 2.3.2, on a :

|GLeW)| = (1G] [leW)]| = v det(G)[[la(W)I| = || La(W)]]

(d) Soit U € U, donc (question 2.2.2) GU = UG et (question 2.1.3 et G> = —I) on a
—T

G'=G = -G donc

16(GU) = G2U + GUGT = ~-U+ UGGT = -U +U =0

Pour U € U, on a donc {5(GU) = 0.

2. Soient V et W dans V. On rappelle que (g(V) € V et £g(W) € V, alors

(L6(V), W) = STr (W.(GV + V™))
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OrG-' =G =—G donc
1 — , = —
(ta(V), W) = 5Tr (W.(-G'V - V)

Par linéarité de la trace et par trace d’un produit on obtient :

e(V), W) = —%Tr (WEW) - %Tr (VGW) = —%Tr (EG(W)V>

(la(V),W) ==V, lc(W))

Pour W € V, on aura
(le(W),GLe(W)) = =(W la(GLa(W))) = —(W, =2lg(W)) = 2(W, {g(W))

Par le résultat de la question précédente avec V = W et par symétrie du produit scalaire,
on a:

(W la(W)) = (la(W), W) = =(W, la(W))
donc (W, ls(W)) = 0 et donc

(be(W),GLe(W)) = 0, les matrices £(W) et G.Lg(W) sontdonc perpendiculaires.

question 3.3 Une base de [’espace V

Etant données une matrice V' de l'espace vectoriel V telle que son image par I’endomorphisme
(g soit différente de 0 ({x(V) # 0), une matrice U de l'ensemble U (U appartient a M, est
antisymétrique, et U? = —1I), soient Hy le produit des matrices G et U, H; I'image de la matrice
V' par 'application £g, H> le produit des matrices G et H; :

Hy=GU H =(g(V) Hy=G.H =G.lg(V)

1. On connait les matrices U de U, il n’y en a que deux et elles vérifient det(U) = 1, U? = — 1,

U=U=-U". On en déduit :
(U, Hy) = %TT (U(GU)T) = %TT(U.UT.GT) = %Tr(—IQGT) = _71Tr(GT) = _71TT(G) =0

(U, Hy) = (U (V) = %Tr UGV +VaT) = %TT(UGV) 4 %TT(UVGT)

par propriétés sur la trace (avec la transposée, avec le produit) :
1 1 -1 1
(U, Hy) = 5Tr((U.G.V)T) + 5Tr(v.GT.U) = 7crr(vGTU) + 5Tr(VGTU) =0

(U Hy) = (UGLc(V))=(U-V+GVGT)=—(U,V)+(UGVI'G)
1 1 B 1 .
WU, H) = S Tr(UV)+ S Tr(UGV.GT) = —Tr(UV) + 5Tr(G.V.GTU)
Or MU = UM pour tout M € M donc GT.U = U.G' =U.G' = -UG

(U, Hy) = _71TT<UV) + %Tr(G.V.(—UG)) _ ;TT(UV) + %TT(V.U.(—GZ))

~1 1
(U, Ha) = - Tr(UV) + 3 Tr(VU) = 0



PSI

Un corrigé du D.M. n°06: Extrait de Mines-Ponts PSI 2000 10

Finalement (U, H;) = 0 pour i € [0, 2].

(Ho, Hy) = (GU,L;(V)), or GU € V (question 1.4.2) donc

<H0, H1> = _<£G(GU)7 V>

Or (o(GU) = GRU+GUGT = —U+UGGT = ~U+GG' = —U+Udet(G)I, = —U+U =0
(question 1.3.1)
<H0, H1> - O

(Ho, H) = (U, CL(V) = 5{GU, g o La(V) = 3 {(6(GU), (V) = 0

(Hi, 1) = {(6(V), GLo(V)) = S (la(V). (V) =~ lalle(V), (a(V)

on en déduit que (Hy, Hy) = 0.

(Hj,Hy) =0pour 0 < j <k <2

(Ho, Ho) = | Hol* = |GU|I* = |GII*|UI* = |U|I* = 1
(Hi, Hi) = |lc(V)|* = [|G-la(V)|I* = | Ha|?
Par hypothese H; # 0 donc ||Hy|| # 0 et par 3.2.1(c) on a ||Hs| = ||H.1|| # 0 donc Hy # 0.

On en déduit que la famille (U, Hy, Hy, H3) est une famille orthogonale ne contenant pas le
vecteur nul, ¢’est donc une famille libre de M, mais comme dimM =4

(U, Hy, Hy, Hs) est finalement une base orthogonale de M.

2. (a) Les matrices Hy, Hy, Hy sont dans V : Hy = GU € V par 2.2.2,

1
Hy = (V) €V pour V€V et Hy = Sla o lo(V) € V.

(Hy, Hy, Hy) est une sous-famille de la base orthogonale de M précédente, donc c’est
une famille libre et orthogonale de V or dim) = 3, donc

(Hy, Hy, Hy) est une base orthogonale de V.

(b) On en déduit que <

normée de V.

HO H1 H() > o ( Hl H2

, , Hy, —,—) est une base ortho-
[ Holl” | H:]]” | Hol| [Hy " [| He|

(¢) Le(Ho) = la(GU) = 0 (3.2.1(d)), be(Hy) = b 0 b(V) = 2G-La(V) = 2H, (3.2.1(a)),
lo(Hy) = la(GLe(V)) = —206(V) = —2H; (3.2.1(b)), or HHll\q: ||| (vu en 3.3.1)

alors en notant (Hy, Hj, H}) la base orthonormée | Hy, m, A
1 2

,ona:

lq(Hy) =0, (g(Hy) =-2H) [(g(Hy)=2H;
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1 0 0 0 000 1 0 0
On aura alors §€G estdematriceC=({0 0 1] =[0 1 0].]0 cos(a) —sin(c)
0 -1 0 001 0 sin(a) cos(a)
avec a = —.

1
On en déduit que §€G est la composée por avec p la projection orthogonale sur

Vect(H!, H})) = {Hy}" et r la rotation d’axe dirigé par H, et d’angle de mesure
s

o = ——.

2

question 3.4 Un endomorphisme de [’espace vectoriel M

Soit 6 un réel donné appartenant au segment [0, 27]; soit My la matrice définie par la relation :
My = 1cosf + Gsinf
Soit sy I'application qui, a une matrice W de I'espace vectoriel M, associe la matrice My. W :
sg: W= My W
1. G et I sont dans M et M est un R-espace vectoriel donc My € M.

OnaG= (C£ Z_b) avec Tr(G) = 0 donc Re(a) = 0 donc G = (ZE; Zl.) ) avec ¢ € R et
b a b —ix
det(G) =1 = 2?4+ |b]%.
_ (cos(8) + ixsin(0) ib
On a done My = ( ib cos(f) — ix sin(0) ¢

det(Mpy) = cos?(0)z? + x?sin?(0) + |b|* = 2> + |b|* = 1

La matrice My est donc dans G.

2. s9(U) = Myp.U = cos(0)U + sin(0)GU = cos(0)U + sin(6) Hy.
sg(Ho) = My.Hy = cos(0)Hy + sin(0)G*U = cos(0)Hy — sin(6)U.
se(H1) = My.Hy = cos(0)Hy + sin(0) Hs.
sg(Hs) = My.Hy = cos(0)Hs + sin(0)G*H; = cos(0)Hy — sin(60) Hj.

On en déduit que la matrice de sy dans la base (U, Hy, Hy, Hy) est

cos(f) —sin(6) 0 0
g _ sin(f)  cos(0) 0 0
o 0 0 cos(f) —sin(6)
0 0 sin(f)  cos(6)



