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Calculatrices autorisées

Probléeme 01 : Extrait de CCINP PSI 2011

Notations.

Dans tout le probleme, n € N*. On note [1,n] I'ensemble des entiers k tels que 1 < k < n. M, (R)
désigne I’espace vectoriel réel des matrices carrées a n lignes, S, (R) ’ensemble des matrices symétriques
de M,,(R) et M, 1(R) I'espace vectoriel réel des matrices colonnes a n lignes. O(n) désigne le groupe
des matrices orthogonales de M,,(R).

On rappelle que toute matrice de S, (R) est semblable & une matrice diagonale avec une matrice
de passage orthogonale.

On rappelle que S = {4 € S,(R), VX € M,1(R) XT.AX >0} et
St ={Ae€ S, (R), VX eM;,;(R), X#0= XT.AX>0}.

On note diag(ayq,...,a,) la matrice diagonale de M,,(R) qui admet pour coefficients diagonaux
les réels o, ..., o, dans cet ordre. L'écriture A = (a; ;) signifie que a; ; est le coefficient de la ligne
i et de la colonne j de la matrice A. On note AT la matrice transposée de A et tr(A) la trace de la
matrice carrée A.

Dans tout le probleme, on considere I'espace euclidien R™ rapporté a une base orthonormée

n n
B = (e1,...,e,). Le produit scalaire de deux vecteurs x = Z zie; et y = Z yie; est noté
i=1 i=1

n
(zly) = Zx,yz et ||z|| désigne la norme du vecteur x. Soient X et Y les matrices de M,, 1(R) des
i=1
composantes de z et y dans B, le produit X7Y appartient & M1 (R) et son unique coefficient est (x|y).
On écrira (z]y) = X1V qui est le produit scalaire canonique des matrices X et Y de M, 1(R).

I- Racine carrée d’une matrice de S; .

Soit S € S,(R). On note A1,...,\, les n valeurs propres réelles de S comptées autant de fois que
leur ordre de multiplicité. Soit (X7, ..., X)) une base orthonormée de M,, ;(R) formée de vecteurs
propres de S avec Vi € [1,n], SX; = N\ X.

I.1. On va montrer que S € S;7 si et seulement si Vi € [1,n], \; > 0.

I.1.1. On suppose que S € S;I. Soit i € [1,n], SX; = \; alors XiT.S.Xi = )\iXiT.XZ' et par
hypothese XI.X; = (X;|X;) = || X;]|> = 1 donc X].S.X; = \; > 0.

SeSr=Vie[l,n] X\ >0

I.1.2. On suppose que Vi € [1,n], A\; > 0.
Par décomposition dans la base (X7, ..., X,), pour X € M,, 1(R) il existe (z1,...,2z,) € R”



n
tel que X = inXi et
i=1

n n n

i=1 7j=1 =1

lsii=j
T X — (X X)) =6+ —
Or Xj.X; = (X;]X;) = di; —{ 0siidtj donc

n
Xt s x = Z /\jmjz > 0 par somme de produits de réels positifs
j=1

On a donc Vi € [1,n], \; > 0= VX € M, 1(R) XT.S.X >0. S est dans S;.

On montre de méme, et on admettra, qu’une matrice S € S,(R) appartient ¢ S;7* si et
seulement si ses valeurs propres sont strictement positives.

I.1.3. On suppose que S € S;it et donc que Vi € [1,n], \; > 0.
e On sait que S est diagonalisable, alors on sait que xg son polynome caractéristique est

scindé sur R et det(S) = H A= H Ai > 0.] S est donc inversible
AESP(S) i=1

e Iére rédaction :
1
Par hypothese Vi € [1,n] S.X; = \X; donc X; = )\;.S™1X; ou encore S™1X; = )\—Xi.

i
(X1,...,Xy), base orthonormée de M,, 1(R), est donc formée de vecteurs propres de S—1.
Les valeurs propres de S™! sont donc les réels SVREREEEw qui sont des réels strictement
1 n
positifs.

De plus (S‘l)T = (ST)_l = 571, donc 5! est dans S,,.

2nde rédaction :
S € S;FF alors par le théoréme spectral, il existe U € O(n) telle que S = U.diag(ay, . .., a,).U ™!
et U1 = UT alors par inverse d’un produit de matrices inversibles on a :

1 1 1 1
-1 _ —1\—1 7q- o L -1 _ . - = T
ST =U) .d1ag<>\1,...,)\n>.U U.dl&g()\l,...,)\n>.U
On en déduit que
1 1\" 1 1
s =" diag(—,...,— ) UT=Udiag(~—,...,— ) .UT = 5!
( ) ( ) 1ag Al, ’)\n 1ag A17 a)\n
1 1 1 1
donc S7' € S, et Sp(S™) = SV CJ0, +ool.
1 n

Finalement | S~ € S .

I.2. On suppose que S € S,F.



I.2.1. Soient D = diag(\1,...,\,) et A =diag(v/A1,...,vAn). Par produit de deux matrices
diagonales on a directement

2 2
AZ = diag((x/)q) o (\/)\n> ) = diag(M, ..., \n) = D
On suppose que N € S vérifie N2 = D. On note (Ci,...,C,) la base canonique de
My, 1(R). Soient YV = Zini et u € RT tels que NY = puY.

i=1
On a
n
N?Y = N(NY) = uNY = p’Y = > 1iPy,C,
i=1
et
n n
N?Y =DY =) 4DCi=Y y\Ci
i=1 i=1
Par unicité des coordonnées dans la base (Cy,...,Cy) on a

Vie [1,n] Py =Ny

1ére rédaction :

En multipliant par le réel y; on a : p?y? = \y?. Puisque u € RT et \; € RT en passant
A la racine carrée il vient ply;| = v/ Ailyi|. On aura donc py; = Vv ou —uy; = —vV Ay
finalement on a toujours py; = /iy

2nde rédaction :

Si y; = 0 alors py; = A\y;.
Si y; # 0 alors p2y; = Niys = p? = X\ or =0 et \; > 0 donc p = /A; et en multipliant
par y; : pyi = Vi -Yi-

On a donc obtenu Vi € [1,n], uy; = vAiyi-

Le résultat précédent donne NY = pY = NY = uY = AY.

N € S;f, donc par le théoréme spectral il existe (Y1,...,Y},) une base de M, 1(R) formée
de vecteurs propres de N associés aux valeurs propres pi, ..., i, de N.
On a alors Vi € [1,n] NY; = n,;Y; = AY,.

n
Soit Y € M,, 1(R), il existe (y1,...,yn) € R" tel que ¥ = Zini alors
i=1
n n
NY =) yiNY; =) ydY; =AY
i=1 i=1
En prenant en particulier Y égal successivement a C, ..., C,, on obtient

Vi e [[l,n]] NC; = AC;

ce qui donne que la colonne ¢ de N est égale a la colonne i de A. Par conséquent | N = A.




1.2.2. Soit U € O(n) telle que S = UDUT.

e On peut écrire S = U.A2.UT, avec A la matrice introduite dans la question précédente.
Puisque UT.U = I,,, on a

S=UAAUT =UAUTUAUT (UAUT) (UAUT)
En posant T = UA.UT, ona T? = S.
1" = UAUTY =UuATUT =UAUT =T

donc T € S, et T est semblable a A donc les valeurs propres de 1" sont les réels positifs

VAL ..,V A done T € S;F.

La matrice T = U.A.UT est dans S, et vérifie T? = S.

e Supposons qu’il existe une matrice H € S telle que H? = S = U.D.UT alors
UT.H2.U = D.
Notons N = UT.H.U, on aura

NT = @WTHU) =0T HTU =UT.HU =N

donc N € S,.

N et H sont semblables puisque UZ = U~!. N et H ont donc les méme valeurs propres qui
sont positives puisque H € S;F. On a donc N € S et N2 =UT.H2.U = D.

Par la question précédente, on sait que N = A, donc H = UN.UT =UAUT =T.

La matrice T € S telle que T? = S est bien unique.

On notera T = /S 'unique matrice T' € S; telle que T? = S.
Ce qui donne T = /S = UA.UT avec S = U.D.UT, U € O(n), D = diag(\y,..., \n) et
A =diag(v/ A1, .-, V).

1.3. Une détermination de v/'S. On suppose que S € S et que A1, ..., \, sont les valeurs propres
de S. Onnote 0 < p1 < -+ < 1 les valeurs propres distinctes de S. Pour k € [1, p], on définit

les polynoémes d’interpolation de Lagrange aux points p1,. .., f, par :
LA
Vk € [1,p], Va €R, Ly(a) = [ —
o1 Mk — My
ik

1.3.1. 1ére rédaction : Pour i € [1,n],

Pog_ 1l P 1 P
LyS).Xi= =22 | xi=|]I A TS = wiln) | X
el R - =
j#k £k j#k
(S — ppln) Xi = SXi — ppXi = N X — ppXs = (N — pp) X, alors

(S = pp—11n) (S = ppln) Xi = (Ni — p1p) (S — pp—1L3) X = (Ni — pp) (Ni — ptp—1) Xii



et par récurrence on obtient finalement :

p p
1
L(s)xi = []] [T =) | X
ie1 e — My i1
J#k J#k
p
= T2 | x
ie1 Hle — My
J#k
Li(8).X; = =Ly(\).Xi

2nde rédaction : Pour i € [1,n], L est un polynéme de degré p — 1 donc il existe des réels
p—1 p—1

ap,...,ap—1 tels que Ly = Zanj, alors Li(S) = Zaij. Puisque SX; = \X;, par
J=0 Jj=0

récurrence on a : Vj € N SIX; = /\gXi alors

p—1
Li(S).X; =) (a;87X;) Za])\ X; = Za])\] Xi = Lg(\i)Xi
=0

o Si pup = A; alors Li(\;) = 1.

o Si py # A alors il existe jo € [1,p] avec jo # k tel que pj, = A; et donc L(A;) = 0.

X;  osipp =N
On en déduit que : | Lg(S5).X; = = Oy i Xi
0 s\

1.3.2. Soit P le polynome de degré < p—1, a coefficients réels tel que Vk € [1,p], P(ux) = /ftk-

Par propriété sur les polynémes interpolateurs de Lagrange, on sait que (L1,...,Ly) est

P p
une base de R,_;[X] et que P = ZP(/Lk)Lk, donc| P = Z NI
k=1 k=1

Pouri € [1,n] 3k € [l,p] N = pu, alors, en utilisant la question précédente :

Zka )X, = \FX+Z\ﬁLk )X = VAX; 40

k=1
u;ﬁfk

donc | P(9)X; Z\ﬁL,c )X = VA X

k=1

On en déduit que (X1,...,X,), base de M,, 1(R), est formée de vecteurs propres de P(S5)
associés aux valeurs propres v/Aq, ..., V.



P(S) est donc diagonalisable et ses valeurs propres sont positives.

p—1
Notons P = Z aka on a
k=0
T

p—1
T = (Zak5k> Zak Sk Zak ST ZakSk
k=0

On en déduit que| P(S) € S;f.

De plus
vie[Ln]  (P(S) X, = P(S).(P(S)X:) = P(S). (VAXi) = VAP(S)Xi = \iXi = 5X;

Puisque (X1,...,X,) est une base de M, 1(R), on montre (comme en en [.2.1) : VX €
Mni(R)  (P(S))> X = SX et finalement (P(S))* = S.

Puisque P(S) € S et (P(S))? = S le résultat de 1.2.2 donne | P(S) = /.

cec?T 2 =2
1.3.3. On prend S = 2 4 -1
-2 -1 4

Il est clair que S € S3.

Cherchons le polynéme caractéristique de S pour avoir les valeurs propres de S :

VeeR xgs(x) = det(zlz—S)
x—7 =2 2
= -2 x-4 1

2 1 x—4
on effectue Ly < L3 + Lo

x—7 =2 2
= -2 x—4 1
0 r—3 -3
on effectue Cy + Cy — (3

x—7 -4 2
= -2 -5 1
0 0 r—3
par développement par rapport a Ls

= ()=

r—7 —4
-2 x-5

= (@=-3)((z-7)(r—-5)-8)
= (x—3)(z* — 122+ 27)
VzeR xg(z) = (z—-3)%(z—9)

6



On pouvait utiliser sa calculatrice pour trouver les racines de ce polynome.

Avec les notations de 1.3, on a : u; = 3, uo = 9 et d’apres le résultat de la question
précédente :
S —9I S — 31
V'S = P(S) = V3Li(S) + 3Ls(S) = V3 3_93 +3 9_33

33

On a donc VS = 5

S+ g(\/ﬁ— 3)I3

II - Des inégalités remarquables.

Soit S € ST et soit T € S;FT telles que T? = S. On note s et t les automorphismes de R” de matrices
S et T relativement & la base orthonormée B. Soient s~! et =1 les applications réciproques de s et t.
On note 0 < A\ < -+ < Ay, les n valeurs propres de s.

I1.1. Soit z € R".

t est de matrice T dans une base orthonormée et 7' € S,, donc t est un endomorphisme autoad-

joint, de méme pour s qui est de matrice S, pour ¢t~! qui est de matrice 77! et pour s~ qui

est de matrice S™! (voir 1.1.3).

Par inégalité de Cauchy Schwarz on sait que :
(@)t (2))? < (t()[t(2).(t (@) [t (2))
Or (t7H (@) [t () = (1) (@)]2) = (7)) "} (@)]z) = (s~ (2)]2) et

(t(x)|t(z)) = (*(z)|z) = (s(z)|z) , donc finalement| (t(x)[t~ (z))? < (s(z)]x).(s7(x)|z) (1).

Puisque t est bijectif, le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

()t () = (s(x)]z).(s7(2)]z) <= tlH(x)=00ouINeER t(x)= ()
<« z=0oudNeR t}(z)= Xz

< z=0o0udXeR s(z)=N\

Il y a donc égalité dans (1) si et seulement si x est un vecteur propre de s ou le vecteur nul.

I1.2. On considere le polyndéme P défini sur R par
Va € R, P(a) =a® — (A1 + A\)a+ M\,

On remarque que Ya € R P(a) = (a—A1)(a—\,) (on doit savoir, programme premiére année,
que X% —sX +p, avec s = A+ et p = \.ju, est de racines \ et p, au pire on calcule le discrimi-
nant pour retrouver ces racines mais c’est une vraie perte de temps. Puisque Ay < A\; < A, ona:

Vi € ﬂl,n]] P()\l) = ()\z — )\1)()\2 — )\n) < 0.




Soit v I’endomorphisme de R™ défini par v = —P(s)os™!. Soit € R™, 2 # 0, tel que s(z) = \;z.
On a
P(s) = 5% — (A1 + A\n)s + A\, Id

donc
v=—(s— (M +X)Id— A ps!)
s(x) = Mz donc s7H(z) = o2 et
1 1,
U(.%) = — )\Z'{L' — ()\1 + )\n)/\ﬂ? + Al)\n.rl’ = _)\7 ()‘z — (/\1 + )\n))\z + )\1/\71) T
? i
donc | v(x) = —Pg&)x et puisque z # 0,
P(N\)

x est un vecteur propre de v associé a la valeur propre — 3
i

s est un endomorphisme autoadjoint alors par le théoreme spectral il existe une base or-

thonormée (x1,...,x,) de R™ formée de vecteurs propres de s associés aux valeurs propres
A, ..., Ap. Cette base est aussi une base de R™ formée de vecteurs propres de v, la matrice de v
P\
dans la base (z1, ..., ;) est donc diagonale de coefficients diagonaux les réels 8; = — i\ i) >0
i

avec i € [1,n].

En notant U la matrice de passage de la base orthonormée 5 a la base orthonormée (x1, ..., xy,),
la matrice V de v dans la base B vérifie : V = U.diag(Bi,...,B,).UT, donc VI = V et

Sp(V) C R*.| On en déduit que V € S;F.

I1.3. Soit z un vecteur non nul de R™. On consideére le polynéme @) défini sur R par :
Va € R, Q(a) = (s(z)|z) a® — (A1 + An)l|z]%a + (571 (2)|2) AtAn

s~ 1 est un endomorphisme autoadjoint strictement positif (ses valeurs propres sont strictement
p J p prop
positives) donc (s7!(x)|z) > 0. On a donc :

Q(0) = (s_l(x)]:r))\l)\n >0
Q1) = (s(z)|x) — (A1 + Ap) (z|x) + (s_l(x)]ac) MAn
Par bilinéarité du produit scalaire
Q1) = (s(z) = (A1 + M)z + Midns ™ (@)|z) = (—v(2)|z) = — (v(2)|2)

Puisque V € S;I, on sait que (v(x)|z) > 0 et donc Q(1) < 0.

Q(0) > 0 et Q(1) < 0 alors, par le théoreme des valeurs intermédiaires, on sait que ) s’annule
sur ]0, 1], donc son discriminant est positif, ce qui donne :

(A + An)2\|:1;||4 — 4 (s(z)|x) . (sil(m)]az) AMA, =0



2
Puisque A1, > 0, on peut écrire : | (s(z)|z) (s (z)|z) < W!\x”‘l (2)

IT.4. On suppose que A; < A,. Soient v; et v, des vecteurs de norme 1 tels que s(v;) = A\jv; et
$(vn) = App. Soit & = vy + vy,
1 1 1
On aura donc s(z) = A\v; + Ayvp et s () = —v1 + —op.
>\1 )\n
Les vecteurs v; et v, sont orthogonaux puisque ce sont des vecteurs propres d’un endomor-
phisme autoadjoint associés a des valeurs propres distinctes, et puisqu’ils sont normés on a :
1 1 B An + A1

(s(z)|z) = M + Ay (57 (@)lz) = A t An A1\,

On a aussi ||z]|? = 2, donc

2 2
(s(@)fe) (57 @) = PLE2L - Gl

Le vecteur z = v + vy, vérifie I'égalité dans l'inégalité (2).

Probleme 02 : Extrait de CCINP PC 2019

Dans tout ’exercice, on considere un entier n € N*,

Partie I - Produit scalaire sur R, [X]
I.1 - Généralités
Pour tout couple (P, Q) € R,[X]?, on note :

+oo
(PlQ) = ; P(t)Q(t)e™"dt.
1. Soit P et @ dans R,[X], par produit de fonctions continues, la fonction f : t — P(t)Q(t)e™*

est continue sur [0,4o00[ . Par croissances comparées, on sait que Vo € R lim t% ! =0,
t——+o0

alors par combinaison linéaire de limites nulles on a . liin t*P(t)Q(t)e™" = 0, donc
—+00

1 1
P#)Q(t)e™® = o = |. D’apres les intégrales de Riemann on sait que ¢ — — est intégrable
t—-+o00 12 t2

en +o00, alors par comparaison f est aussi intégrable en +00 et donc | (P|Q) est convergente.

2. Notons ¢ Papplication (.|.) : R, [X] x R,[X] — R.
e Le résultat précédent permet de justifier que ¢ est bien définie sur R, [X] x R,[X] et est &
valeurs dans R.

e Par linéarité de I'intégrale, puisqu’il y a convergence de toutes les intégrales, on a :
VAER VY(P,Q,R) € R,[X]3 (AP + Q|R) = A (P|R)+(Q|R). L’application ¢ est donc linéaire



par rapport a sa premiere variable.

e Par commutativité dans R, on a (P|Q) = (Q|P). ¢ est donc symétrique et finalement est
bilinéaire.

e Soit P € R, [X], t + P2%(t)eP—t est intégrable, continue et positive sur [0, +-0c[ alors (P|P) > 0
et
(PIP)=0=VtcR" P(t)e'=0=VtcR" P3(t)=0=VtcR" P(t)=0

Le polynéome P admettant une infinité de racines distinctes, P = 0.
On a donc (P|P)=0= P =0.
© est donc définie-positive.

L’application (.|.) est donc un produit scalaire sur R, [X].

1.2 - Calcul d’un produit scalaire

3. Soit k € [1,n]. Les fonctions u : ¢ + t* et v : t = —e~* sont de classe O sur [0, +oo[ avec
u'(t) = kth=! et v/(t) = e~'. Par croissances comparées tliﬂa u(t)v(t) = 0 € R alors par
—+00

+oo
intégration par parties, puisque / u(t)v' (t)dt = (Xk\l) converge (I.1.1), on sait que :
0
+00 +oo
/ the~tdt = / w(t)o'(t)dt
0 0

+oo
= (= - [
0
oru(0) =0et lim u(t)v(t)=0

t—4o00

+oo +oo
/ the tdt = k / th=le~tde
0 0

“+oo
4. e Par définition (X°|1) = / etdt = [—e7 T =1=0L
0

0
e Soit k € [0,n — 1] tel que (X*1|1) = (k — 1)L

Par le résultat de la question précédente :

<X"‘|1> - /;00 the~tdt = k/0+oo th=le=tds = (X’H\l) = (k- 1)! = k!

On a obtenu par récurrence : Vk € [0, n] (Xk\l) = kl.

Partie II - Construction d’une base orthogonale
On considere application a définie sur R, [X] par :

VP € R,[X], a(P)=XP"'+(1-X)P.

10



I1.1 - Propriétés de ’application «

5. Par linéarité de la dérivation, on montre que « est une application linéaire.

Si P € R,[X] alors a(P) € R[X], deg(P') < n—1 et deg(P") < n—2 donc deg(XP") <n—1
et deg((1 — X)P') < n, par somme deg(a(P)) < n.

« est bien un endomorphisme de R,,[X].

6. (1)=0, a(X)=(1—X) et pour k > 2

a(X*) = kk-1D)XXF24 (1 - X)kxt!
= k(k—1)XF1 4 pxF1 - kXF

a(XF) = —kXF 4 E2XR

On en déduit que la matrice de o dans la base (1, X,..., X™) est

01 0 - 0
0 —1 22

To = 0

. p2?

0 0 —n

7. La matrice T}, est triangulaire, alors le polynéme caractéristique de Ty, et donc de « est donné
n

par Xo(x) = det(xl41—Ty) = H(ﬂz—k k). Ce polynome est scindé a racines simples donc « est
k=0

diagonalisable et A € Sp(a) <= xa(\) = 0donc| « est diagonalisable et Sp(a) = {—k|k € [0,n]}.

I1.Vecteurs propres de 1’application «
On fixe un entier k € [0, n].

8. On a vu que (—k) est une racine simple (ordre de multiplicité égal & 1) du polynoéme ca-
ractéristique de «, donc

Ker(a + kldg, [x)) est de dimension 1.

9. Ker(a + kldg,|x]) est de dimension 1 alors il existe Q) € R,,[X] non nul tel que
Ker(a + kldg,(x]) = Vect(Qr) = {BQk, B €R}. On en déduit que le seul polynome de

1
Vect(Qy) de coefficient dominant égal a 1 est P = —Qy avec ay, le coefficient dominant de Q.
ag

Il existe donc un unique polynéme Py, € R,,[X], de coefficient dominant égal a 1, vérifiant a(Py) = —kP;

11



d—1
10. En notant d le degré de Py, il existe des réels ay,...,aq_1 tels que P, = X4+ ZaiXi. Par

=0
linéarité
d ' d-1 ' ' d—1 '
a(P) = XN+ aia(X') = —dX4d’ X4 a; (—iXT+PXT) = —kPp = kXY ke X'
=0 =1 =0

Par égalité des coefficients dominants on a immédiatement d = k.

VEk € [0,n] Py est de degré k.

11. Py est de coefficient dominant égal a 1 et est de degré 0 alors Py = 1.

On sait qu’il existe a € R tel que P = X +a alors —P; = a(P)) = a(X) +aa(l) =1— X donc
pP=X-1

X? —4X + 2 est de coefficient dominant égal & 1 et

a(X?—-4X +2) = a(X?) —4a(X)+2a(1)
= —2X2+4+4X -4(1-X)+2x0
= —2X%2+4X -4
a(X?—4X +2) = —2(X?-4X+2)

alors par unicité on a : P, = X2 —4X + 2.

I1.3 - Orthogonalité de la famille (Fy,..., F,)

On fixe un couple (P, Q) € R, [X]%
12. Par définition :

+oo
(@(P)Q) = /O (tP"(8) + (1 — )P'(1)) Q(t)e~tdlt

par linéarité puisque les intégrales convergent

+o0 +oo
_ / (tP"() + P'(1)) Q(t)e"dt - / P (1)Q(D)etdt
0 0

Les fonctions u : t — tP'(t) et v : t = Q(t)e~" sont de classe C'* sur [0, +-00[, avec par croissances
comparées 1tlier u(t)v(t) = 0, u(0) = 0, u'(t) = tP"(t) + P'(t) et V'(t) = Q' (H)e ! — Q(t)et,
— 400

alors par intégration par parties, on a :

+oo +oo
(@(P)|Q) = /0 o (1o (t)dt — /0 LP/(1)O(1)e"dt
+oo oo / e / —1
= [u(t)v(t)], —/0 u(t)v (t)dt—/o tP'(t)Q(t)e " dt
+oo +oo
~ / tP () (Q() — Q(t)) e'dt — / P (1)Q(D)e~tdt
0 0

+oo
(a(P)Q) = - /0 tP'(t)Q (t)e~tdt

12



Remarque :

“+oo
On pouvait aussi traiter la question en faisant plutot une intégration par parties sur / tP'(H)Q' (t)e 'dt

0
en posant u(t) = P(t) et v(t) = tQ'(t)e~" si on ne voyait pas comment s’y prendre sur (a(P)|Q).

13. On déduit de I’égalité précédente et de la symétrie du produit scalaire que :

+00 +o0
(a(P)|Q) = /0 tP'(t)Q (t)e "dt = /0 tQ'(t)P'(t)e”"dt = (a(Q)|P) = (P|(Q))

a est donc un endomorphisme autoadjoint.

14. Par la question 9, (Pp, ..., P,) est une famille de n + 1 vecteurs propres de « associés a des
valeurs propres distinctes de « et par la question 13 « est un endomorphisme autoadjoint,
alors on sait que (P, ..., P,) est une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul. cette

famille de R, [X] est donc libre et puisqu’elle contient n + 1 vecteurs avec n + 1 = dimR,,[X],

(Po, ..., P,) est finalement une base orthogonale de R, [X].

Partie III - Méthode de quadrature de Gauss

On admet que le polynéme F,, admet n racines réelles distinctes que 'on note z1, ..., z,.
On souhaite montrer qu’il existe (A1,...,A,) € R™ tel que :
+oo
VP € R, 1[X], / Je~tdt = Z NiP(x). (%)
0
15. e S’il existe un n-uplet (A1,...,\,) € R™ qui vérifie (x) alors on aura en particulier pour les

polynémes 1, X,..., X" ! :

+oo n
VEk € [0,n — 1] / the~fdt =Y N}
0 i=1

n
Et par le résultat de la question 1.2.4 on a : Vk € [0,n — 1] k! = ZAiazf, ce qui s’écrit

i=1
matriciellement :
1 1 S 1 A 0!
I €T e In /\2 1!
gttt gt An (n—1)!
e Réciproquement, on suppose qu’il existe (A1,...,A,) € R™ qui vérifie
1 1 e 1 A1 0!
T xy e Ty Aa 1!
gt 2t azn—t An (n—1)!
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+oo n
alors Vk € [0,n — 1] / the~fdt = k! = Na}.
0 i=1

n—1
Soit P € R,,—1[X], il existe (ag,...,an—1) € R™ tel que P = Z a X", et par linéarité puisque

k=0
les intégrales convergent :

400 n—1 +o00
/ Pitle™fdt = > ay / the~tdt
0 k=0 0

= nzl (ak imf)

k=0 i=1

n—1 n

= Z_: Z aphiz?

k=0 i=1

n n—1

= Z z_: )\iak:):f

=1 k=0

n n—1

- 3 (Wt
=1 k=0

n

/ = P(t)e'dt = Y \P(x;
0

i=1
Par double implication on a montré :
1 1 1 A 0!
T o tee Tn )\2 1!
(A1y.. .y An) € R™ vérifie (x) si et seulement si : ) ) ) ] =
ot apt ap ! An (n—1)!
1 1 1
I xI9 In
16. Lesréels x1, ..., x, sont distincts, alors la matrice de Vandermonde .
:C711—1 l,g—l . :L,Z—l
1 1 e 1 A1 0!
T To o+ I A9 1!
est inversible et donc le systeme linéaire . . . ) = ) ad-
ot ot gt An (n—1)!
met une et une seule solution (Aq,...,A\,) € R™.
Il existe bien un unique (A1,...,A,) € R™ vérifiant (x).

17. P2 € Ron[X] et Y NP2 (x;) = 0.
=1
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La fonction ¢ +— P2(t)e~" est continue, positive et non identiquement nulle sur [0, +oco[ alors
+oo +oo n
P2(t)e~tdt # 0. P? vérifie P2 € Ry, [X] et / P(t)e™tdt # > NP2 (xs).
0 0 i=1
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