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PSI - EPREUVE DE MATHEMATIQUES - 4 HEURES

Exercice

b
Pour toute fonction f : [a,b] — R de classe C', on note L(f) = / 1+ (f/(t))*dt, expression

intégrale de la longueur de la courbe représentative de f. ‘

On considere la fonction f définie sur

L] e =

Q1. Soit @ € R\N. Rappeler le développement en série entiere de la fonction u — (1 + u)®, en
précisant son domaine de validité.

Q 2. Montrer que pour tout ¢ €]0,1[, on a :

VIiHtt 1 I 2n)!
+ -~ Z(_l)n—l (2n) fAn—2
12 12 (2n — 1)227(n!)?

n=1

(2n)!
(2n — 1)227(n!)?
décroissante et donner un équivalent de a,, quand n tend vers l'infini.

Q3. On note, pour tout entier n > 1, a, = . Montrer que la suite (ay)nen+ est

Q4. En déduire une expression de L(f) comme somme d’une série numérique (on vérifiera avec soin
les hypotheses du théoreme utilisé).

PROBLEME 1

Notations et définitions

— N désigne I'ensemble des entiers naturels et R celui des nombres réels.
— Si X est une variable aléatoire d’espérance finie, on note E(X) cette espérance.

Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire discrete sur (2,4, P) a valeurs
dans [—1,1]. On considére dans ce probleme une suite (X;),.y. de variables aléatoires discrétes sur
(Q, A, P), mutuellement indépendantes et de méme loi que X. Pour tout n € N*, on note

_X1_|_...+Xn
= - .

S

Objectif
Montrer que si la variable aléatoire X est centrée, (E(X) = 0), alors la suite (S,),., converge
presque stirement vers la constante 0. Il s’agit d’'un cas particulier de la loi forte des grands nombres.

Q5. On ne suppose pas X centrée dans cette question. Montrer que X est d’espérance finie.

On suppose désormais que X est centrée.

Q6. Enoncer et démontrer I'inégalité de Markov pour une variable aléatoire discréte Y définie sur

(Q, A,P).
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Q7. En déduire que, pour tout a > 0 :

P (|X|>a) gE(’XD.

(e}

Q 8. Montrer que, pour tout ¢ > 0, pour tout € > 0 et pour tout n € N*, on a

P (Sn > 5) =P (emSn > ema) < w

otne
Majoration de E (etX).
Q26. Soit a > 1. On considere la fonction g, définie par
Ve € R, gq.(x) = ! %ty 1+Ia—am.

2 2

Montrer que la fonction g, est dérivable sur R et que la fonction g/, est décroissante sur R. En
déduire, en remarquant que g,(—1) = g,(1) = 0, que, pour tout z € [—1,1], g,(z) > 0.

Q27. En déduire que
1— 1
Vt >0, Vo € [-1,1], e < Txe_t + —;xet.

Q9. En déduire que
¥t >0, B (") < cht.

Q 10. Montrer que

21 ()
k t e R <—(Z) .
VREN VEER, T k!<2>

En déduire que
t2

vVt >0, E (etX) < exp <2> :

Majoration de P(|S,| > ¢)
Dans ce paragraphe, on considere un entier n € N* et un réel € > 0.

2
Q30. Montrer que la fonction t € R — exp (—nte + n2> atteint un minimum en un point que 'on

précisera.
2
€
Q31. En déduire que P(S,, > ¢) < exp (—n2>, puis que

2
P(IS] > <) < 2exp (—@) |

Conclusion

Q11. Montrer que, pour tout réel € > 0, la série de terme général P(|S,| > ¢) converge.
Q12. On fixe un réel € > 0. On note, pour tout n € N* :

Bu(e) = |J {weQ; 1Sn(w)] >}

m>2n

Montrer que, pour tout n € N* et tout € > 0, B, () est un événement et que P ( ﬂ Bn(g)) = 0.
neN*

2
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Q 13. Pour tout k € N*, posons

0 — {w €Q; IneN, Ym > n, |Sn(w)|

/AN
| =
—

Montrer que, pour tout k£ € N*, (). est un événement.

Ecrire 'ensemble A = {w €Q; lim Sp(w) = O} a l'aide des événements ), k € N*. En déduire

que A est un événement.

Q 14. Déduire des questions précédentes que P(A) = 1.

PROBLEME 2

Présentation Ce probleme s’intéresse dans la partie I a des propriétés des matrices de rang 1.
Certaines de ces matrices sont ensuite utilisées dans la partie II pour construire des matrices
orthogonales permettant dans la partie III de prouver 'existence d’une factorisation QR pour une
matrice carrée quelconque.

Notations

Pour tous n, p € N\ {0}, on note M,, ,(R) I'’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coeflicients
dans R. L’ensemble des matrices réelles carrées de taille n est noté M, (R).

Soit A € M, (R) : on note également A ’endomorphisme de M,, 1(R) qui a X associe AX.

Pour tout A € M, ,(R), AT désigne la matrice transposée de A.

Une matrice A € M,,(R) est dite nilpotente s'il existe un entier k € N\ {0} tel que : A¥ = Oy, (w)-
L’ensemble M,, 1(R) est muni de son produit scalaire canonique (-,-) et de la norme associée | - ||. En
identifiant M;(R) et R, on a pour tous X,Y € M, ;(R) :

(X,Y) = XTY, et [X|? = (X, X).
On suppose dans tout ce probleme que n € N est un entier naturel vérifiant n > 2.
Partie I — Matrices de rang 1

I.1 — Une expression des matrices de rang 1

Q15. Soit A € M, (R) une matrice de rang 1. Montrer qu'il existe X, et Y dans M, ;(R) \ {Owm, &)}
telles que : A = XY7T,

Q 16. Réciproquement, soient X, et ¥ dans M, 1(R) \ {Owm, ,®)}. Montrer que la matrice XY est de
rang 1.

1.2 — Quelques propriétés

Soit A € M,,(R) une matrice de rang 1.
Q 17. Montrer que A% = tr(A)A.

Q 18. En déduire, par récurrence sur k, une expression de A* en fonction de A pour tout k¥ € N\ {0}.

Q 19. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la trace de A pour que A soit nilpotente.
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Q 20. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la trace de A pour que A soit diagonalisable.

Partie II — Matrices de Householder

I1.1 — Un exemple

On définit :
1 -2 2
A=[-2 1 2|eMyR).
2 2 1

Q 21. Calculer A% En déduire un polynome annulateur de A.

Q 22. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

Q 23. Montrer que les sous-espaces propres de A sont orthogonaux.

Q 24. Déterminer une matrice P € O3(R) et une matrice diagonale D € M3(R), telles que : PTAP = D.

Q 25. Interpréter géométriquement ’endomorphisme A de M, (R).

I1.2 — Matrices de Householder
Soit V'€ M, 1(R) \ {0, ,(»)}- On définit Py, Qv € M, (R) par :

1
VI

1

Py
V12

VVT, et: Qu=1I1,-2

vvT. (1)
Q 26. Montrer que Im(Py) = Vect(V) et que ker(Py) = Vect(V)*,.

Q 27. Montrer que Py est la projection orthogonale sur la droite Vect(V).
Préciser le rang et la trace de la matrice Py .

Q 28. Montrer que @y est symétrique et orthogonale.
Q 29. Montrer que Qy est la symétrie orthogonale par rapport a Vect(V)*.

Partie III — Factorisation QR

I11.1 — Un résultat préliminaire

Soient (U, V) € (M,1(R))” tel que : ||U]| = ||[V]|. On note : D = Vect(U — V).
Q 30. Montrer que D+ est 'ensemble des X € M,,;(R), tels que : | X — U] = || X — V.
Q 31. Donner la décomposition de U sur la somme directe M,,;(R) = D & D*.

Q 32. On suppose U et V non colinéaires. Calculer Qy_yU ot Qu_y est définie en (1).
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Q33. En déduire que pour tout (U, V) dans (M,,.1(R))* avec V # 0, il existe une matrice orthogonale
Q, telle que QU soit colinéaire a V.

I11.2 — Factorisation QR
Q 34. Soit A € M,,(R). Montrer qu’il existe une matrice orthogonale @1, telle que Q1 A soit de la forme :

Q ok ce- X

0
Q1A= | c oua€RetC; €M, 1(R).
: 1

0
Q 35. En raisonnant par récurrence sur n, montrer que pour tout A € M, (R), il existe une matrice @
orthogonale, telle que QA soit triangulaire supérieure.

FIN



