PSI - UN CORRIGE PARTIEL DU D.S. 05

Centrale 2022 PSI

Pour les notations, je vous renvoie a l’énoncé.

I Partiel

I.A — Quelques résultats préliminaires

Q1. Soit A € M,,(R), en notant A = (a;;), on a par définition tr(A) = Z a;; € R.
i=1

Soit B € M, (R), en notant B = (b; ;) on a :

n

YA eR tl‘()\A + B) = Z()\am + bm’ =\ Z Qi+ Z bm’ = /\tr(A) + tI‘(B))
=1 =1 =1

donc l'application

est une forme linéaire.

De plus en notant AB = (¢; ;) et BA = (d;;) on a :
n n n n n n
tr(AB) = Z Cii = Z Z ai,kbk,i = Z Z bkﬂ-ai’k = Z dk,k = tr(BA)
i=1 i=1 k=1 k=1 i=1 k=1
Q 2. tr est une forme linéaire sur M,,(R), donc 'application

(M.(R))> — R

7?7 (A4,B)  — tr(ATB)

est bien définie et & valeurs dans R.

Pour A € M,,(R) et B € M,(R), on note A = (a; ;) et B = (b;;) alors

tr(A”.B) = Z ( ak,ibk,z) = Z (Z bk,ﬂk,i) = tr(B".A)
k=1

=1 i=1 \1i=1

e On a donc p(A, B) = ¢(B, A), ¢ est symétrique.

e Par linéarité de la trace, on a immédiatement

©(A,AB + C) = tr(AT.(AB + C)) = tr(AAT B + ATC) = Mtr(ATB) + tr(ATC) = Ap(A, B) + (A, C)
donc ¢ est linéaire a droite et par symétrie, ¢ est bilinéaire.

e Soit A # 0,,, il existe (i, ko) € [1,n]?, ayi, # 0, alors aiwo > 0 et par somme de réels positifs dont

n n
un est strictement positif, tr(ATA) = Z Z a%ﬂ- >0.O0nadonc A#0= ¢p(A4,A) > 0.
i=1 k=1

¢ est une forme bilinéaire symétrique définie-positive sur M, (R), ¢’est donc un produit scalaire sur
M, (R).
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Q 3. Si A est une matrice de M, (R) vérifiant ATA = 0,, alors tr (ATA) = 0 et par le caractére

défini-positif du produit scalaire de la question précédente, on a immédiatement : | A = 0,.

I.B — Quelques propriétés de N,
Q 4. Soit A € M,,(R) une matrice nilpotente, il existe p € IN* tel que AP = 0,,.

e Pour montrer que 0 est valeur propre de A sans passer par le déterminant qui est demandé en question
suivante, on raisonne par ’absurde :

Supposons que 0 ne soit pas valeur propre de A, alors A est inversible et par produit de matrices inver-
sibles, AP est inversible, ce qui est absurde puisque AP = 0,,.

On en déduit que 0 est valeur propre de A.

e On a AP = 0,, donc P = XP est un polynoéme annulateur de A, on sait alors que toute valeur propre
de A est racine de P. Donc toute valeur propre complexe de A est néessairement nulle.

Finalement 0 est une valeur propre complexe de A et c’est la seule.

Q5. Soit A une matrice nilpotente de M,,(RR), dans C le polynéme caractéristique de A est scindé,
donc on sait que la trace et le déterminant de A sont respectivement égaux a la somme et au produit
des valeurs propres complexes de A comptées avec leur multiplicté. Comme 0 est la seule valeur propre

complexe de A, on a| tr(A) =0 et det(A) = 0.

Q6. Si M € M, (R) est nilpotente, alors il existe p € IN* tel que MP = 0,,, alors

(M?%)P = M? = (MP)? = 0, et donc | M? est nilpotente.

Q. On suppose que M et N sont deux matrices nilpotentes qui commutent. Il existe donc
(p,q) € N* x IN* tel que MP =0, et N9 = 0,.

e Puisque M et N commutent on a : (M.N)? = MP.NP =0,,.NP = 0,,, donc | M N est nilpotente.

e Puisque M et N commutent, on peut appliquer la formule du binéme de Newton qui donne :

p+q
(M+Npra=3" (p ;'; q> ME NPk
k=0

Pour k € [p+1,p+q] M"* =0et pour k € [0,p] (p+q— k) > q alors NPT9=% = 0, finalement

Vk € [0,p+q] MFNPH=k =0 donc (M + N)PT9 =0, avec p+q € IN*, donc| M + N est nilpotente.

Q 8. On suppose que M, N et M + N sont nilpotentes.

(M +N)?-~M?~-N? = (M+N).(M+N)— M?*- N?
= M2+ NM+MN+ N? - M? - N?
= MN+NM
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1
Avec les propriétés vues en question 1, on obtient : tr(M N) = 3 (tr((M + N)?) — tr(M?) — tr(N?)).

Par hypothése M est nilpotente donc par les questions 5 et 6 on a : M? est nilpotente et tr(M?) = 0.

De méme tr(N?) =0 = tr((M + N)?).

Q9. On a déja vu que si M dans Ma(R) est nilpotente alors det(M) = tr(M) = 0.

Finalement tr(M N) = 0.

On suppose que M € My(R) vérifie det(M) = tr(M) = 0. On sait que le polynéme caractéristique
de M est X2 — tr(M)X + det(M) donc ici ce polynéme caractéristique est X? et par le théoréme de
Cayley-Hamilton on sait qu’il est annulateur de M donc M? = 0 et M est nilpotente.

Par double implication on a montré que

M € M3(R) est nilpotente si, et seulement si det(M) =

tr(M) = 0.

Q 10. Si M est une matrice réelle nilpotente et symétrique, alors par le théoréme spectral on sait
que M est diagonalisable. Sa seule valeur propre étant le réel 0, la matrice M est semblable & la matrice

nulle donc M est la matrice nulle.

De plus la matrice nulle est nilpotente et symétrique réelle donc

la seule matrice matrice réelle nilpotente et symétrique est la matrice nulle.

On pouvait aussi utiliser : Si M est nilpotente et symétrique alors MTM = M? et par les questions 6
et 5 on a tr(MTM) = tr(M?) = 0, alors par la question 3 on a M = 0,. Et réciproquement la matrice

nulle est nilpotente et symétrique.

Q 11. Soit A une matrice antisymétrique réelle et nilpotente. Il existe p € IN* tel que AP = 0,.
Puisque AT = —A, AT A = — A? est aussi nilpotente (question 6).
(AT A)T =AT (AT )T = AT A donc AT A est une matrice symétrique réelle qui est nilpotente, alors

par le résultat de la question 10 AT A = 0,, puis par le résultat de la question 3 on a aussi A = 0,.

0n—2 0n—2
Q 12 Pour M = 1 0 |,onatr(M)=0=det(M)etVpeN* MP= 1 0 # 0,
) 0 —1 0 (=1)P
M n’est pas nilpotente.

IT Matrices aléatoires a coefficients dans {—1, 1}

IILA — Quelques résultats algébriques
n

Soit (Eq, ..., Ey) la base canonique de M, 1 (R). On note V = Z Ey.
k=1

Q 13. Par définition V, 1 est 'ensemble des matrices-colonnes & n lignes et & coefficients dans

{~1,1}.
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V. V-2B

Pouri € [1,n],| E;
Lol Bi= 5 -+

On adonc E; € Vect(V,V—2E;). OrV €V, 1 et V-2E; € V), 1.

On a donc Vi € [1,n] E; € Vect (Vy,1).

On en déduit que M, 1(R) = Vect (E1, ..., E,) C Vect (Vy1). Et comme V,, 1 C M, 1(R), on a finale-

ment | M, 1(R) = Vect (Vy,1).

Soient C1,...,Cy, n matrices colonnes de M, 1(R), avec C; non nulle.

Q 14. On suppose que la famille (Cq,...,C,) est liée.

Remarquons que (C1,...,Cj) est libre et Cj1 € Vect(Cy, ..., C;) signifie que (C1,...,Cj) est libre et
(Cy,...,Cj,Cj41) n'est pas (plus) libre. Et si (C1,...,Cjy1) est liée alors (C, ..., Cy) est liée pour tout
k>j+1.

Notons alors I = {i € [1,n], (Ci,...,C;) est libre}.

Par hypotheése C # 0 donc (C1) est libre et donc 1 € I, de plus (C1,...,C)) est lice donc n ¢ I, I est
alors une partie non vide de [1,n — 1]. I admet donc un maximum que l'on note j. Par définition de
maximum, j est I'unique entier de [1,n — 1] qui vérifie : (C1,...,C}) est libre (j € I) et (C1,...,Cj41)
est lice (j +1 ¢ I), donc Cjyq € Vect(Cy,...,Cj).

Il existe bien un unique j € [1,n — 1] tel que

(Cy,...,C5) est libre
Cj+1 € Vect(Cl, . ,Cj)

Soit d € [1,n], (Ui, ...,Uy) une famille libre de M,, 1 (R) et H = Vect(Uy, ..., Uq).

Q 15. Puisque (Ui,...,Uq) est libre, on sait que H est un sous-espace vectoriel de M, 1(R) de
dimension d et donc dim(H) = dim(Mgq1(R)).

La matrice écrite par blocs colonnes M = (U; ...Uy) € M, ,(R) est de rang d puisque (Uy,...,Uq) est
une famille libre. On sait que le rang de M est aussi égal au rang des lignes de M, il existe donc des
entiers i1,...,iq avec 1 < i1, < --- < iq < n tels que les lignes L;,,...,L;, de M forment une famille
libre et VEk ¢ {il, cee ,id} y (Lip oo 7Lid7 Lk) est liée.

Considérons alors 'application
H — Md’l(R)

1 Ty
H
Tn Tigy

Cette application est linéaire, par opérations sur les matrices-colonnes.
x1 d a Ly a

Soit X = | : EHﬂﬂMM%”JWEWWMMXzthFJIE =

T k=1 aq L, aq
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T, L, al
avec M écrite par blocs-lignes. Alors p(X) = | © | = .
Ti, L;, aq
Li, a L;,
Si X € Ker(p)alors | : | .| ¢ | =0, or la matrice, écrite par blocs-lignes, Mg = | : | est carrée
Lid Qaq Lid
d’ordre d et est de rang d, donc My est inversible. On a donc :
al al d
p(X)=0<= My | 1 | =0 [ |=0=X=> al; =0
ag ag k=1

On a obtenu : Ker(yp) = {0} et ¢ est une application linéaire injective de H dans My ;(R). Puisque
dim(H) = dim (Mg,1(R)), le théoréeme du rang donne que ¢ est aussi sujective (Im(yp) = Mg 1(R)).

H — Md,l(R)
. 21 Liy N
L’application ¢ : . o . est donc bijective.
Tn Tig,
Q 16. Soit W un sous-espace vectoriel de M, 1(R) de dimension d. Comme dans la question précé-
W — Mdyl(R)
L . . . ‘ L Z1 Liy
dente, il existe des entiers i1,...,igavec 1 < 41, < - -+ < 19 < n tels que 'application ¢ : o
xn xid
soit bijective. On a alors card (WN 'V, 1) = cardp (WN YV, 1).
ai
Or par définition de ¢, @ (WNVy1) C Vg1 avec Vg1 = |, Vie[l,d] a;€{-1,1} 5, donc
ad

card (Vg1) = 2% et card p (WN 'V, 1) < 24 On en déduit que | card (WN "V, 1) < 2%

II.B — Une lot de probabilité

On dit qu’'une variable réelle X suit la loi R si
X(Q)={-1,1}, PX=-1)=PX=1)=

1
Q 17. Si X suit la loi R, notons U = i(X +1). Puisque X(Q) = {-1,1}, on a U(2) = {0,1} donc

1
U suit une loi de Bernoulli. De plus (U =1)=(X=1)donc P(U=1)=P(X =1) = B

X +1

suit la loi de Bernoulli de paramétre 7
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X+1 1
Q 18. On déduit de la question précédente que IE (;) =3 et par linéarié de l'espérance

X+1 1
E(X)=2E 2 1—2i1-o
2 2

1 1 X+1 1
On a aussi 3 (1 - 2> =V <2> = ?V(X) donc | V(X) = 1.

Autre méthode : o écrire en détails

X(Q) est fini donc B(X) = »  aP(X =2)=-P(X=-1)+P(X =1)=0.
z€X(Q)
V(X) = E(X?) — (BE(X))? = E(X?2) et par le théoréme du transfert
EXY)= > " PX=2)=PX=-1)+P(X=1)=1
z€X(Q)

Q 19. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant chacune la loi R.
Puisque X(Q) =Y () ={-1,1},ona XY (Q) = {—1,1} et par la formule des probabilités totales avec
le systéme complet d’événements associé & X

PIXY=1 = PX=1L,XY=1)+P(X=-1,XY=1)
= PX=1,Y=1)+PX=-1,Y=-1)
et par indépendance de X et Y

= PX=1PY =1)+PX =—-1).P(Y =-1)

P(XY=1) =

1
Par passage au complémentaire P(XY = -1) =1-P(XY =1) = 3 La variable aléatoire X Y suit la loi R.

II.C — Un premier procédé de génération de matrices aléatoires a coefficients dans {—1,1}

Jusqu’a la fin de la partie IT, n est un entier naturel non nul et m;; (1 < 4,5 < n) sont n? variables
aléatoires réelles mutuellement indépendantes suivant toutes la loi R. La variable aléatoire matricielle
M, = (mi7j)1<ij<n est alors a valeurs dans V,, ,,.

On pose 1, = tr (My,) et 6, = det (M,,).

n
Q 20. Par définition 7, = Z m; ; et par linéarité de I'espérance avec le résultat de la question 18,

i=1
on a :

E(r,) = Y BE(mi) =) 0=0
=1 i=1
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On a aussi par indépendance des variables my 1,...,my , et la question 19 :
n n
)=> V(mi;)=> l=n
i=1 i=1
Q 21. Par développement du déterminant §,, par rapport & sa premiére colonne on sait que

n

op = Z(—l)iﬂmi,lﬁm

i=1
ol A; 1 est le déterminant de la matrice obtenue & partir de M,, en supprimant sa premiere colonne et
sa ¢°™€ ligne. Par linéarité de I’espérance on a alors :

n

E(6,) = Y (—=1)""'E (mi1Aiy)

i=1

Or pour ¢ € [1,n], A;; est le déterminant d’une matrice ayant des coefficients my, ; avec (k,7) # (4,1),
alors par le lemme des colations on sait que A;; est une variable aléatoire indépendante de m; 1, et donc
E(m;1A:1) = E(m;1).JE(A;1) = 0 puisque m; 1 ~ R (question 19), donc

n

E(6,) = Y (1) E (mi) B (Ai1) =0

=1

Q 22. e Pour n =1, on a 0y =my; et donc V(4;) = V(my 1) =1 = 1! par la question 19.

e Soit n € IN*, on suppose que la variance du déterminant d’une matrice aléatoire d’ordre n dont les
coefficients sont des variables aléatoires indépendantes suivant la loi R est égal a n!.

Par développement par rapport & la derniére colonne, on a :

n+1

Op+1 = det(My4q1) = Z(—l)nﬂﬂ'mmﬂﬁi,nﬂ
=1

avec A; p+1 le déterminant de la matrice obtenue a partir de la matrice My, en supprimant sa derniére
colonne et sa i®™¢ ligne.
On a vu précédemment que E(d,41) = 0 donc

V(bnr1) = E(0741) — (B(6011))” = E(0741)

Et
n+1ln+1

5n+1 = 6n+1 5n+1 = § g ]mz 11105, n+1Az n+1Aj n+1
i=1 j=1

Par linéarité de I’espérance :

n+1ln+1

TL+1 ZZ H_]E mzn+1mj n—i—lAzn—l-lA] n+1)
=1 j=1

Par le lemme des coalitions m; p41.mjn41 €t Ajpr14;n41 sont indépendantes (déterminants d’une
matrice n’ayant pas les coefficients de la colonne n + 1 de M,,41), donc

n+1n+1

(Fnt1) = D Y (“DME (mine1mjne1) B (Din18jnt)
i=1 j=1
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Si j # i alors B(m; pni1.mjnt1) = E(mipgr) BE(mjng) = 0.
Si j =i alors E(m; ny1mjnt1) = E(m?’nﬂ) = V(mjpnt1) =1 donc

n+1

V(dnt1) = Z(—l)”"E (A7 1)
=1

Pour i € [1,n+1], A 41 est le déterminant d’une matrice carrée aléatoire d’ordre n dont les coefficients
sont des variables aléatoires indépendantes suivant la loi R alors E(A;,+1) = 0 (question 21) et par

hypotheése de récurrence V (A;,,41) = n!, ce qui donne & <A?7n+1> =V (Ajnt+1) = n! et finalement

n+1
V(0np1) =Y nl=(n+1).nl=(n+1)!
=1

On a donc montré par récurrence que | Vn € N*  V(d,,) = nl.

Dans le cas particulier n = 2, mq1, mi2, ma1 et mog sont quatre variables aléatoires réelles, mutuellement

indépendantes, suivant toutes la loi R et My = i ml?).
ma1  M22

Q 23. D’aprés le résultat de la question 9, My € Ny <= tr(Mz) = 0 = det(Mz), ce qui donne :
P(Ms € Ng) = P(12=0,5,=0)
= P ((m22=—mi1)N (miima2 =mi2.ma1))
avec le systeme complet d’événements associé & my 1

= P(mig=1,mop=—-1,miamo =—1)+P(mi1 =—-1,me2=1miomo1 =—1)
par indépendance des variables aléatoires

]P(M2 S NQ) = IP(le = 1)1P(m2,2 = —1)P(m172m271 = —1) + IP(le = —I)P(mQ’Q = 1)P(m172m271 = —1)
par le résultat de la question 19
1 1
P(Ms e Ng) = -+ =
(M € No) 578

1
]P(MQ S NQ) - Z

Q 24. (MQ S 9[2(]1{)) = (52 75 ()) alors P (Mg S 952(1&)) =1- IP(52 = 0)
Par le résultat de la question 19 et le lemme des coalitions, on sait que mj1ma2 et mj2mo 1 sont
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indépendantes et suivent la loi R, alors avec le systeme complet d’événements associé & my 1may2 :

P(0; =0) = P(miime2=mi2ma;)
= P(miimop = —1,mi1mop = miameo) + P(mi1moo = 1,m1o0ma 1 = my1map)
= P(miimop = —1,miamo1 = —1)+P(miime2 =1,miomo; = 1)
= IP(mMmg,g = —1).1P(m172m271 = —1) + ]P(m171m272 = 1).1P(m172m271 = 1)
_ 1111
272 272
1
Poy=0) = =
(62 = 0) 5
1

On a donc P (Ms € Gl2(R)) = 7

II.D — Une généralisation

L’objectif de cette sous-partie est de prolonger le dernier résultat de la partie précédente, en trouvant,
dans le cas général ot n est un entier naturel supérieur ou égal & 2 , un minorant de la probabilité de
Pévénement M, € G4, (R).

I1.D.1) On considére 2n variables aléatoires réelles c1,ca, ..., ¢, €t ¢, ¢, ..., ¢, mutuellement in-
dépendantes, suivant toutes la loi R.

Q 25. Soit (e1,...,en) € {—1,1}". Par indépendance des variables aléatoires et la loi R, on a :
u 1
P((c1=e1)N--N(cn =6n)) = [[Plei =) = o
i=1
c d
On considére les matrices colonnes aléatoires C'= | : | et C'= :
/
Cn c

Q 26. Pour tout w € €, la famille (C(w),C’(w)) est lice si et seulement si C(w) = 0 ou il existe
A € R tel que C'(w) = A\C(w).
Par définition C’(w) et C(w) sont dans V,,; donc C(w) # 0 et C'(w) = A\C(w) = X € {—1,1}.

On a donc pour tout w € Q, la famille (C(w), C'(w)) est liée si et seulement s’il existe & € {—1,1} tel
que C'(w) = eC(w).
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Q 27. On déduit de la question précédente que
IP((C, ") est liée) = P(C'"=C)+P(C'=-0)
= P <ﬂ(c; = c,)) +P (m(c; = —ci)>
i=1 i=1

par indépendance des variables

n n
= HIP(CQ =)+ HIP(C;- =—¢)
i=1 i=1
Pour i € [1,n], par la formule des probabilités totales avec le systéme complet ((¢; = 1), (¢; = —1)) et
I'indépendance des variables, on a :
; , ; 1 1 1
P, =ci))=P(c;i=1,c;=1)+P(¢; =—1l,¢; =—1) = -+ - ==
4 4 2
4 / 1 ’ . 2
et de méme P(c, = —¢;) = 3 donc | P((C,C") est lice) = o = G-
I1.D.2) On rappelle que m;; (1 <i,j < n) sont n? variables aléatoires réelles mutuellement indé-
pendantes suivant toutes la loi R, que M,, = (mi7j)1<ij<n est la matrice aléatoire & valeurs dans V,,

dont, pour tout (i,7) € [1,n]?, le coefficient situé a la ligne i et la colonne j est égal & m; ;.

On note
min min

Ci = R O
Mnp,1 Mnn

les variables aléatoires & valeurs dans V,, 1 constituées par les colonnes de la matrice M,,.

Pour tout j € [1,n — 1], on note R; I'événement
(Cy,...,Cj) est libre et Cj1 € Vect(Cy,...,Cj)

et R, 'événement

(C1,...,Cy) est libre.

Q 28. Une matrice carrée a coefficients dans {—1, 1} est soit inversible, soit non inversible, donc les
événements (M est inversible) et (M n’est pas inversible) forment un systéme complet d’événements.

Or (M est inversible)= R, et R, =(M est non inversible)= ((Cy,...,C,) est liée). D’aprés le résul-
tat de la question 14, puisque C; # 0 (coefficients dans {—1,1}), (Ci,...,C,) est liée si et seule-

n—1
ment si il existe un unique j € [1,n — 1] tel que R; soit réalisé, donc R, = |_| R; (union disjointe).
j=1

(Ry1,...,Ry) est un systéme complet d’événements.
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11.D.3)
n—1 n—1

Q 29. D’apreés ce qui précede, P(M ¢ §0,(R)) =P |_| R;| = ZIP(Rj).
j=1 J=1

Or par définition, Vj € [1,n —1] R; C (Cj+1 € Vect(Cy, .. ., C’j)), donc
P(R;) < P(Cj41 € Vect(Ch,...,C;)) et par somme :
-1

P(M ¢ S$0n(R)) < > P(Cjy1 € Vect(C, ..., Cy)).

=1
Q 30. Soit j € [1,n—1].Vk € [1,7] Cir(2) = {-1,1},donc (((C1 =vi)N---N(C;j =v;)))
est un systéme complet d’événements et par la formule des probabilités totales on a :

P(Cj+1 EVeCt(Cl,...,Cj)) = Z ]P(CjJrl GVeCt(Cl,...,Cj)ﬂ(Cl :vl)ﬂ---ﬂ(Cjzvj))

(’Ulr"?vj)evzl’l

3

<

(vl,...,vj)e\?zz,l

= > P(Cj € Vect(vy, ..., v) N (Cr =v1) NN (Cj = ;)

('Ul,...,vj)e\?i“l
par indépendance des variables Cf,...,Cj41 on a finalement

IP(CJ‘+1 € Vect(C’l,...,Cj)) = Z ]P(Cj+1 EVeCt(Ul,...,Uj))IP((Cl :vl)ﬁ---ﬂ(C’j :Uj))
(U17...,’U‘7‘)€VZL’1
Q 31. Pour (v1,...,vj) € Vf‘m, Vect(v1,...,v;) = Vect(vi,...,v;) N Vy 1.
On a dim (Vect(vy, ...,v;)) < j, donc il existe W un sous-espace vectoriel de M, 1(R) de dimension j
tel que Vect(vi,...,v;) C ‘W, alors par le résultat de la question 16, on a card (WN 'V, 1) < 27, donc
card (Vect(vy, ..., v;) N V1) < 27, ce qui donne card (Vect(vy,...,v;)) < 27 et
P(Cjy1 € Vect(vy,...,v5) = > P(Cjy1 = v).

vEVect(v1,...,Un)

Par le résultat de la question 25, pour v € Vect(vy,...,v;), P(Cj11 =v) = o donc
1 card Vect(vy,...,v;) _ 27
IP(C]'_H EVect(vl,...,vj) = Z on = on . < on

veVect (vi,...,0n)
On en déduit que pour tout j € [1,n — 1],
P(Cj_H EVeCt(Cl,...,Cj)) = Z P(Cj_H eVect(vl,...,Uj))IP((C’l :vl)ﬁ-~-ﬂ(C’j ZUj))

(v1,...,v]')€\7;71

217 ((Cr = v1) N+ N (C) = ;)

- [V

P((Cr=wv1)Nn---N(Cj =1y))

N
B
!
- [~

. _ L _ . yan |
et puisque (Cr=v1)N---N(Cj = UJ)))(vl,...,vj)evfm est un systéme complet d’événeme

P(Cj+1 S Vect(Cl, -

Q
7
82

:
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Q 32.

P(M ¢ §tn(R))

<

N

N

N

N

On déduit des questions 29 et 31 que

n—1

ZIP(CJ'-H S Vect(Cl, R
j=1

,C5))

n

> 2"
j=1

onposek=n—j

> (2)

Et par passage au complémentaire :

P(M € §0,(R)) >

k=1
1—(1/2)"
1—-1/2
1
B 2n—1
1
2n—1

ITT Un autre procédé de construction de matrices aléatoires a coeffi-

cients dans {—1,1}

Soit p €]0, 1[. On définit une suite (Ay) de matrices aléatoires d’ordre n & coefficients dans {—1, 1} selon

le procédé suivant :

— on note Ag la matrice réelle d’ordre n dont tous les coefficients sont égaux a 1;

pour tout entier naturel k, on construit la matrice Agy1 & partir de la matrice Ay en conservant

chaque coefficient de Ay, égal & —1 et en changeant en —1 avec la probabilité p chaque coefficient de
Ay, égal & 1. Chaque coefficient égal & 1 a donc la probabilité ¢ = 1 — p de ne pas étre modifié;

On suppose avoir utilisé 'instruction

le processus s’arréte quand la matrice obtenue est égale & —Ay.

import numpy as np, numpy.random as rd

pour charger les bibliothéques numpy et numpy . random. Voici quelques fonctions de ces bibliothéques qui

peuvent étre utiles dans cette partie :

np.ones((n,n)) crée un tableau numpy de taille n x n dont tous les éléments valent 1;
A .shape est un tuple qui contient les dimensions du tableau A;

A.size donne le nombre total d’éléments du tableau A;

A . sum() renvoie la somme de tous les éléments du tableau A

rd.binomial (1, p) simule une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre p.
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Q 33. Le sujet est mal posé. Je pense qu’il faut comprendre que 'on souhaite une fonction qui ren-
voie la matrice Agy1 lorsque l'on a donné la matrice Ay, sinon la question suivante est incohérente avec
celle-ci. Et on part d’une matrice de V,,,, donc d’une matrice carrée d’ordre n

rd.binomial (1, p) simule une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre p, ce qui
signifie que rd.binomial (1, p) renvoie la valeur 1 (avec une probabilité p) ou la valeur 0 (avec une
probabilité 1-p).

Voici donc une proposition :

def modifiematrice(p,A) :
n=len(A) (ou n,m=A.shape si on a peur que la matrice ne soit pas carrée)
for i in range(n) :
for j in range(n) (ou m) :

if Ali][j]==1 : ( on va potentiellement changé ce coefficient)
if rd.binomial(1,p)==1 : ( on change le coefficient en -1 avec la probabilité p)
Aliljl=-1
return A
Q 34. Cette fois les matrices seront carrées d’ordre n. Comme on n’a pas donné la syntaxe pour

vérifier si deux matrices sont égales ou pas, pour comparer les matrices Ag avec la matrice —Ag on peut
calculer la somme des coefficients (on donne la syntaxe) qui doit valoir —n? (chaque coefficient de — A,
est égal & -1, et ceux des matrices Ay valent 1 ou -1).

def nb_tours(p, n) :
A=np.ones((n,n)) (création de la matrice Ap)
k=0
While A.sum() !=-n**2 :
A=modifie_matrice(p,A)
k=k+1
return k

Q 35. Calcul classique d’une moyenne : on fait nbe fois la fonction précédente et on somme succes-
sivement les valeurs obtenues puis on divise par nbe.

def moyenne _tours(p, n, nbe) :
s=0
for i in range(nbe) :
s+ =nb_ tours(p, n)
return s/nbe

IV Vecteurs aléatoires unitaires
On suppose que n est un entier naturel supérieur ou égal a 1.

On désigne par I un sous-ensemble de IN ayant au moins deux éléments et par u = (u;);er une suite de
vecteurs unitaires de M,, 1 (R).

Q 36. Par inégalité de Cauchy-Schwarz, on sait que

V(i,5) € I [{uq | ug)| < [lull-[lugll
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Or les vecteurs étant normés on a :
V(i,5) € I* 0< |(u; |uy)] <1

{(u; | uj)|, (i,7) € I?, i # j} est donc une partie non vide (I contient au moins deux éléments) de RT et

majorée par 1, alors| C(u) = sup {|(u; | u;)|, (i,5) € I, i # j} existe et appartient & 'intervalle [0, 1].

C(u) s’appelle paramétre de cohérence de la suite (u;);er-

Q 37. Par définition de C(u), on a :
V(i) € [1,n]* i #j=0<|(ui|u)] <Clu)

Si C(u) = 0, alors V(i,j) € [1,n]?> i # j = |[{wi|u;)| = 0, donc la famille (u;);cs est une famille
orthonormée de M,, 1(R), c’est donc une famille libre de M,, 1(R). On sait alors qu’elle contient au
maximum n vecteurs (n = dimM,, 1(R)).

Si C(u) = 0 alors {u;, i€ I} est fini et de cardinal inférieur ou égal a n.

oy 2\ X1 e\t X
Q 38. Pour t € R, on a ch(t Z et exp <2> anon! <2> :7;)27%!'

— n—1

2n
1

Par définition ( H = H (2k). 2k:+ 1) =2"n! H(2k+ 1) > 2"n! > 0, alors @n)! < ] et

i=1 k=1 k=0 k=0
2 > 0, donc

th t?n
v N <
ne (2n)! = 27n!
2
Par somme pour n =0 a IV et passage a la limite lorsque N — +o00, on obtient | ch(t) < exp <2>
Soient X1,...,Xp,Y1,...,Y, des variables aléatoires mutuellement indépendantes de méme loi R (dé-
1
finie dans la sous-partie II.B). On définit les vecteurs aléatoires, X = T(Xl,...,Xn)T et Y =
n
1
E(Yh ..., YT a valeurs dans M1 (R).
Xp, Yk “ t
Q 39. Soit un réel ¢. Par définition ¢(X |Y) =t )Y —.—&— —XkYk, alors
n

exp(t(X | Y)) = exp (Z Xk:Yk> H Xlec>

Les variables aléatoires X1, ..., X,, Y7,...,Y}, sont indépendantes et suivent la loi R, alors par le lemme
t t
des coalitions exp <X1Y1> s, €XP XnYn> sont indépendantes et finies donc par propriété de
n n

I’espérance :
n

E(exp(t(X | Y)))) = [ E (eXp <X’€Y’“;>>
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t n
par la question 19, on sait que Vk € [1,n] X.Yj ~ R, alors E(exp(t(X | Y)))) = (E (exp <X1Yl>>> .
n

Par le théoréme du transfert pour Z = X1 Y1, E(f(2)) = Z fl@)P(Z =a):
a€Z(Q)

B (o (3012 ) ) = o () 00 = 1) o (£ s =1 (£

Donc finalement | E(exp(t(X | Y)))) = <Ch <t>>n

n

t t2
. our pour tout nombre rée ar la question onal<ch|l—) <exp|=—=], alors
40 P p tout b éel t, par la question 38 0 <ch < exp 5 |, al
n n

t

<ch <>> < (exp (2712>> et le résultat de la question 39 donne :| E(exp(t(X | Y))) < exp <2tn) .

n

Soient o et A deux nombres réels strictement positifs et Z une variable aléatoire réelle telle que exp(tZ2)
est d’espérance finie et vérifie

o?t?
vt € R, E(exp(tZ)) < exp <2> .
Q 41. e Sit =0 alors exp ( )\t) =1 et donc P(Z > \) <exp ( )\t>

e Si ¢t > 0 alors pour tout réel a on a :
> A< ta > t\ < exp(ta) > exp(tA)

donc (Z 2 X) = (tZ 2 t\) = (exp(tZ) = exp(tA)) et donc P(Z > \) = P(exp(tZ) = exp(tA)).

La variable aléatoire exp(tZ) est positive et d’espérance finie par hypothése et exp(tA) > 0, alors par

E tz
I'inégalité de Markov on sait que P (exp(tZ) > exp(tA)) < M'
xp(tA)
242
o?t? P ( 2 )
Par hypothése on a aussi E(exp(tZ)) < exp (2 ) donc P(Z > A) < Texp(M)

242
Finalement Vt € R, P(Z > )) <exp <2 — At) .

Q 42. Par définition de la valeur absolue, on a : (|[Z| > A\) = (Z > A\) U (=Z > ), A étant un réel
strictement positif, les deux événements de |'union sont incompatibles et

P(|Z| >\ =P(Z > \) +P(—Z > \)

242 242
Par hypothése Vi € R E(exp(tZ)) < exp (02> , alors E(exp(t(—2))) = E(exp((—t)Z)) < exp <02>
et le raisonnement fait en question 41 s’applique pour la variable aléatoire (—Z), ce qui donne

o?t?
VieR P(—Z > \) <exp (2 - )\t>, donc
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xx) est vraie pour tout ¢ € R, cherchons t tel que 7r At =
() .

A
alors en prenant t = — on a exp <
o

2

Q 43. On pose Z = (X | Y), alors le résultat de la question 40 donne E(exp(tZ)) < exp <

pour o =

7

N étant un entier naturel non nul, <X;>

mutuellement indépendantes de méme loi R. Pour tout i € [1, N], on pose X¢ =

o?t?
Vie R P(|Z] > \) < 2exp <2 - /\t> (xx)

, et le résultat de la question 42 avec A = ¢ permet d’obtenir :

242 )\2
202
s — (0% = V)° YR
202 202 N o2

P([Z] > ) <

a2t2>

2

meryn>@<2wp(_

€2n

')

1<i<N,1<j<n

Q 44. Par sous-additivité de la probabilité on sait que

P

U

1<i<j<N

1

vn

X IXDze) | < D PX'[XT)=¢)

1<i<j<N

Par le résultat de la question 43 on a alors

P

1<i<j<N i=1 j=i+1

U

1<i<j<N

1<i<j<N

. . 2n
(1 xhz0) ) < 30 2ew ()

_(N-1N

(XI,..

-

est une famille de n x N variables aléatoires réelles

LX),

)

On peut aussi raisonner comme suit : il y a autant de couples (i,7) de [1, N]? vérifiant i < j que de
parties o deux éléments de [1, N], en effet une partie de [1, N] a deux éléments {i,j} permet de définir
un et un seul couple (i,7) avec i < j et réciproqguement.

On a donc

1<i<j<N

Finalement on obtient :

2
Z 2exp <—€2n> = 2exp (—

Zn

2

€ en N

2) 2 e () )
1<i<j<N

P

U

1<i<j<N

(‘(XZ | X7)| > 5) < N(N - 1)exp<
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In N e2n 2
Q 45. On suppose que n > 4——, alors - > 2In N et donc exp 5 < exp(—2In N). On
€

déduit de I'inégalité de la question 44 que :

Pl U (X x)=e) ] <

1<i<j<N

2
e“n In N
Q 46. Pour tout entier naturel N inférieur ou égal & exp (4), onanz=4 et d’aprés ce qui

o2
précede : P U (|<X’ | X9)| > 5) < 1, ce qui donne par passage au complémentaire :
1<i<j<N

Pl () ((x'X)<e)] >0

1<i<j<N

L’événement ﬂ ((X"| X7)| <€) | nest donc pas vide, alors il existe w € © tel que la famille
1<i<j<N

up = X (w),...,uy = XV (w) est une famille de N vecteurs unitaires de R" vérifiant :

V(i,7) € [1,N]? i#j= |{u; | uj)| < et donc C(u) < e.

Le paramétre de cohérence de la famille (ug,...,uy) est majoré par .

Fin
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