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Calculatrices non autorisées

Le candidat veillera a justifier ses démonstrations exclusivement a ['aide des outils du programme

de la filiere.

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction. Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.

On note N ’ensemble des entiers naturels, R I'ensemble des nombres réels, R, I’ensemble des
nombres réels positifs ou nuls, R* I'ensemble des nombres réels strictement positifs, R* I'ensemble

des nombres réels strictement négatifs et R* = R — {0}.

Pour I intervalle de R, on note C(I) I'ensemble des fonctions continues sur I a valeurs dans R.
Pour une fonction f continue et bornée sur I, on pose || f|l« = sup,c; | f(x)].

On note, pour z € R, et m € R
Hoo 2,z
T(z) = / tme”CH) dt
0

On pourra librement utiliser la formule 75(0) = \/7%

a) Montrer que si x € R et m € R, 'intégrale qui définit 7,,,(z) est convergente.
b) Quel est l'intervalle A des m € R tels que l'intégrale qui définit 7,,,(0) est convergente.

c) Calculer T5,(0) et Thx41(0) pour k € N (en fonction de k! et (2k)!).

2. a) Soit m € A. Montrer que T, est continue sur R,.
b) Soit m € R. Montrer que T}, est continue sur RY.
c) Montrer que pour z € R* et m € R,

1
To(x) > 6_1/ tmeT dt
0

En déduire la valeur de 1im+ T, (x) lorsque m ¢ A, en utilisant le changement de va-
z—0
riable w = %

a) Soit m € R. Montrer que T, est de classe C' sur R et calculer T), en fonction de T,,_;.
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b) Soit m € R. La fonction 7, est-elle de classe C'*° sur R* 7 Quel est le sens de variation
de T, sur R 7 La fonction T;, est-elle convexe sur R* 7

c) Discuter en fonction de m la dérivabilité a droite de T, en 0.

a) Soit x € R et m € R. Calculer T,,,(x) en fonction de T,,_s(z) et T),—3(z). On pourra
pour cela considérer la quantité

B
/ N2t — 1 /t2)e” ) gt

A
pour 0 < A < B.

b) Soit m € R. Trouver une relation entre «7,)(x), T (x) et T,,,(z) pour z € R%.

1
a) Soit x € R} et m € R. Effectuer le changement de variable t = — dans I'intégrale qui
u
définit T,,. On justifiera soigneusement le calcul.

+o00
b) Soit n € N. Justifier 'existence de la quantité / u"e™™ du et la calculer.
0

c) Montrer que pour m € N —{0,1}, T_,,,(1) < (m — 2)L.

—1)"
d) Soit k& € N. Montrer que le rayon de convergence R de la série entiere E ( ')
n

n=0

Tk,n<1)l'n

vérifie R > 1.

e) Soit k € N. Montrer que pour z €] — 1, 1],

1+x:2 n' Tkn (Da"

n=0

6. Pour t,z € R*, on pose g(t,x) = t* + z/t.

a) Montrer que pour z € R¥, la fonction t € R¥ +— g(t, ) est convexe et admet un unique
minimum en ¢t = M (z) que l'on déterminera. Calculer g(M (z), z).

b) Soit m € R et x € R*. Montrer en utilisant 'inégalité M (z) < z'/? que

1/3

x 2/3 +o0 2
Ton(z) < / tme90e) gt 4 10 / tme” 20 dt
0 T

1/3
c) Montrer que pour tout € > 0 (et m € R™), 'on peut trouver C' > 0 tel que
VE> 1, 1" < Cte”

En déduire que pour tout € > 0,
“+o0o

19 _2/3 _ 2 139 _142/3
e 1% t"e" o dt = O (e (35 —¢le >
21/3 T—r0o0
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d. Montrer que

a) Montrer que pour € R,

1 ~+o00
2d d
T,1<x> S/ efl/u _U’ +/ efxu_u
0 u 1 u

En déduire que T_1(x) < 2 pour z > 1 et que

1
d
T 4(x) <2 —|—/ e*wgw <2 —In(x)

si0<x<1.
b) Soit L € [0,1] et p € C([0, L]). On pose
L
P = [ o)1 =l dy
Montrer que [F(p)](x) est bien définie pour = € [0, L] et que

[E(p)loo < (4L + 2L In(L)[) ol

8. Soit L > 0, p € C([0,L]) et go continue et intégrable sur R,. On pose pour = € [0, L] et
veR":

p(y)e™ =" dy si v<0

g(z,v) =
2 ev r

p(y)e™ 7 dy + go(v)e™F si v >0
v vl Jo

<8

400
a) Montrer que o : z € [0, L] — / go(v)e™v dv définit une fonction de C([0, L)).
0

b) Montrer que pour v € R*, la fonction z € [0, L] — g(z,v) est de classe C! sur [0, L] et

09( 2 2

Vz € [0,L],v € R, Ve z,v) :p(x)ﬁe — g(z,v)

et
Vo € RY, g(0,v) = go(v), Yo € RY, g(L,v) =0

9. On admet dans cette question le théoreme suivant : soit L > 0, si H est une application de
C([0, L]) dans C([0, L]) vérifiant

k€ [0,1[, Vp1,p2 € C([0, L), [[H(p1) = H(p2)lloo < Ellp1 — pollo

alors il existe un unique p € C([0, L]) tel que H(p) = p.
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a) Soit L > 0 et & € C([0,L]). Montrer que si L €]0,1/20], il existe une unique fonction
p € C([0, L]) telle que

Ve e 0,1, ple) = d(a) + % / ) Tor (| — y]) dy

b) Soit L €]0,1/20] et go continue et intégrable sur RT. Montrer qu’il existe une fonction
g de [0, L] x R dans R telle que

e Vv € R*, x+ g(z,v) est de classe C! sur [0, L]
o Vx €[0,L],v— g(x,v) est intégrable sur R* et R*
e Vz €[0,L],v € R,

v%(m,v) = (/R g(x,w) dw + /R*_ g(z,w) dw) ﬁe—qﬂ — gz, )

+

o Vv e RY, §(0,v) = go(v) et Vv € R*, g(L,v) =0.

L’équation pour laquelle on a démontré un théoreme d’existence est un modéle simplifié pour
lacoustique des gaz raréfiés

Fin du sujet 2



