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Exercice : Equation différentielle et série entiere

On se propose de déterminer toutes les fonctions f solutions du probleme (P) suivant :

[ est continue sur R et <Vw eR, flx)=1- /I(t +a)f(x—t)dt (E1)>
0

x
Pour tout te fonction f continue sur R, on pose F(x) = / f(t)dt.
0

1.

a) Justifier que F est de classe C*! sur R.
b) Montrer que si f vérifie (E7), alors f est dérivable sur R.

Démontrer que f est solution de (P) si et seulement si :

( f est dérivable sur R

(P1) Ve e R f/($)—|—1:f(l‘)+2/0$f(u) du=0

[ f(0)=1
En déduire que f est solution de (P) si et seulement si :

F est dérivable deux fois sur R

(P2) { Ve €R F'(z)+aF () +2F(x) =0

F'(0)=1
“+oo
On suppose qu'il existe une fonction H développable en série entiere sur R : H(z) = Z anpx",
n=0
vérifiant :

VeeR H'(x)+zH'(x)+2H(z)=0

H'(0) =1 et H(0) =0
Qn,
n+1
b) En déduire une expression de H(z) pour tout réel z a I’aide de fonctions usuelles.

a) Prouver que 'ona:ay=0, ay=1letVneN ayp2=—

Déterminer alors ’ensemble des solutions du probleme (P).

Probleme : Normes et endomorphismes

Soit E un R-espace vectoriel normé, de dimension finie ou infinie, muni de la norme ||.||z. On appelle
opérateur sur E tout endomorphisme T de E dans FE tel que

AM >0/ Vf € B, [T(f)lle < M| fllz (1)

On note LO(FE) I'ensemble des opérateurs sur E.
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On appelle spectre ponctuel de T' € LO(E) 'ensemble des réels A tel que T'— Al dp n’est pas injectif.
On note 0, (T") 'ensemble de ces réels.

Les deux parties sont indépendantes.

Partie 1. Un premier exemple d’opérateur.

Soit E ’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R muni de la norme ||.||« :

[flloo = max |f ()|

z€[0,1

On note T 'application définie sur F telle que :
vf €, vae0,1], T()@) =af (5)

a) Montrer que T' € LO(E).
b) Calculer la valeur minimale possible pour la constante M de la relation (1).
c¢) Déterminer ker(7") et Im(7T).

On se place a présent dans F muni de la norme ||.||2 :

1
12 = /0 F(@)[? da

d) Reprendre la question a) avec cette nouvelle norme pour E.

e) Reprendre la question b) avec cette nouvelle norme pour E. Pour cela, on pourra considérer la
famille (fy)n>2 d’éléments de E telle que :
(i) fn est affine par morceaux,

(ii) fn(0) = fulg — 1) = falg + 52) = fa(1) = 0 et fu(y) = 1.
Partie 2. Un exemple de calcul de spectre ponctuel.

On note K la fonction définie de [0,1]? dans R par la relation suivante :
K(s,t)=(1—9)t si 0<t<s<1 et K(s,t)=(1l—t)s sinon

On note T' 'application définie sur E = C([0,1],R), muni de la norme ||.||2 définie en partie 1, par le
relation

1
Vf € B, Vs € [0,1], T(f)(s) :/0 K(s,t) (1) dt

a) Montrer que T' € LO(E).

b) Soit f € E. En décomposant T'(f) en deux intégrales, montrer que T(f) est une fonction C? et
exprimer (T'(f))" puis (T(f))".

¢) Montrer que T est injectif.

d) Montrer que si A € 0,(T) et f € ker(T' — AId) alors f € C*([0,1],R) et vérifie 'équation

)\f//-i-f:O

avec les conditions f(0) = f(1) = 0.

e) En déduire 0,(T). Calculer les sous-espaces propres associés E\ = ker(T' — A d) a chaque
élément \ € 0,(T).



