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Dans tout ce chapitre les fonctions sont définies sur un intervalle I de R contenant au moins deux
éléments et sont a valeurs dans R" :

I ICR — R"
ot e f()
— R"
On peut écrire f : .
¥ Tt o @, o)
Les fonctions x4, ..., x, sont alors des fonctions définies sur I a valeurs dans R, appelées fonctions

coordonnées de f dans la base canonique.
Interprétation cinématique

On peut considérer que f(t) désigne la position d’'un point mobile M en fonction du temps ¢ dans
I'espace R", et donc la fonction f comme une courbe paramétrée :

Lorsque n = 3, si f(t) = (x(t), y(t), z(t)) alors on considere le point M (t) de coordonnées f(t) dans
- = = —
le repere (O, 1,7, k), ce qui revient aussi & f(t) = OM dans Pespace R?.

De méme lorsque n = 2, si f(t) = (z(¢),y(t)), on peut tracer la courbe paramétrée définie par le
point mobile M (t) = (z ( ),y(t)) dans le plan R? muni de son repére (0,1, ).

t
Exemples : Les courbes des fonctions f : ¢+ ( cos(t) + /8 cos (5) ,sin(t)) et
gt (3cos(t) + 2cos(3t),3sin(t) — 2sin(3t)) sont :

4
Rappel : Les notions de limites, de continuité sont indépendantes du choix de la norme sur R".

Et en particulier si a € I et £ = (f1,...,¢,) € R" alors f(t) P (<=Yie[l,n] ) = l;.
—a

—a

Et f est continue ssi zy, ..., 2, sont continues (en a € I ou sur [).
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1 Dérivabilité et opérations sur les fonctions dérivables

Definition 1.1

On dit que f est dérivable en a € I lorsque lim (f(t) = f(a)) existe et est finie.
—a

t—a

d
Dans ce cas, la limite est appelée vecteur dérivé de f en a, noté f'(a) ou Df(a) ou d—{(a).

On dit que f est dérivable sur I lorsque f est dérivable en tout point a de I.

d d
On définit alors 'application dérivée de f, notée ' ou Df ou d_JtC ra€el— d—{(a).

Remarque 1.1

f@) — f(a)
t—a

On en déduit que f'(a) est la pente de la tangente (coefficient directeur) au graphe de f au point

de coordonnées (a, f(a)).

Lorsque n =1, est le taux d’accroissement de f entre t et a.

La tangente en ce point a donc pour équation cartésienne :

y—fla) = f(a)(z —a).

Proposition 1.1

f est dérivable en a € I si et seulement si les n fonctions x4, ..., x, sont dérivables en a et on a :

Vael, f'(a)=(z\(a),...,x(a)).

Exemple 1.1

La fonction f : ¢ — (t%,1 — cos(t), €') est définie et dérivable sur |0, +o00[ avec
Vi >0, f'(t) = (2t,sin(t),e").

Remarque 1.2 Interprétation cinématique

Si on considere f(t) comme la position d’un point mobile M(t) = f(t), alors
f'(t) est le vecteur vitesse vectorielle de ce point.

et si f'(t) # 0 alors c’est un vecteur directeur de la tangente a la courbe décrite par le point mobile.

Definition 1.2 Proposition 1.2

On dit que f admet un développement limité d’ordre 1 en a € I lorsqu’il existe un vecteur V'
de R” tel que :
fla+1t) =¢ fa) +tV + o(t)
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1. Si un tel développement limité existe alors il est unique.

2. f est dérivable en a € [ si et seulement si f admet un développement limité d’ordre 1 en a
et dans ce cas

fla+t) = [a)+17'(a) +o(t)

On en déduit que | si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.

Proposition 1.3 Linéarité

Si f:I—R"etg:I— R"sont dérivables sur I alors V(«, 3) € R?,  af + (g est dérivable sur
I et

Vael, (af+pg)(a)=af'(a)+ By (a)

Proposition 1.4 Composition
Soient f: JCR—=>R"etp: I CR — R.

Si @ est dérivable sur I avec ¢(I) C J alors f o ¢ est dérivable sur I avec

Vael, (fop)(a)=¢'(a) (f'o¢p)(a)

Proposition 1.5 Action d’une application linéaire

Soient L: R* - RP et f: I CR — R™

Si f est dérivable sur I alors L o f est dérivable sur I avec

Vael, (Lof)(a)=(Lof)(a)

Proposition 1.6 Action d’une application bilinéaire
Soit f:ICR—-R", g:ICR—R"et B:R"xR"— R?’.

Si f et g sont dérivables sur I et si B est une application bilinéaire alors
ICR—RP
B(f,q):
VD% B(5), 1)

est dérivable sur I avec

Vae I, (B(f,g)) (a)=B(f(a),g(a)) + B(f(a),d(a))
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Exemple 1.2 Applications

1. Sif:1—R"et g:I— R"sont dérivables sur I alors 'application (f|g) est dérivable sur
I avec

(fl9)" = (f'l9) + (flg)

2.5 f: 1 CR — R"et p: I — R sont dérivables sur [ alors p.f : t € I — p(t).f(t) est
dérivable sur I et

Vel (p.f)(t) = [&)f()+ ) ()

3.Si f:— R*et g: I — R? sont dérivables sur I alors det(f,g) : t — det(f(t),g(t)) est

dérivable sur I avec | det(f,g) = det(f’,g) + det(f,q’).

Proposition 1.7 FExtension aux applications p-linéaires

Soit fi,..., f, des fonctions dérivables sur I a valeurs dans R™ et M une application p-linéaire.

L’application M(f1,..., fp) :t — M(fi(t),..., fo(t)) est dérivable sur I avec

n

Vael, (M(fi,-ooi fp)) (@) =D MUA), o fima (8) fI(E), fia (), (D)

=1

Remarque 1.3 Extension

On peut étendre les résultats précédents a une fonction f : I C R — E ou E est un espace vectoriel
de dimension finie.
En effet si dim(E) = n alors E peut s’identifier & R™ au moyen d’une base :

E — R"

. . n . .
Pour B = (ey, ..., e,) base de E, I'application . Z P ) est un isomorphisme.
k=1

oy Ty

On aura donc la possibilité de parler de fonction dérivable pour une fonction d’une variable réelle
a valeurs dans M, (R) ou M,,;(R) :

SiA:tel— (a;;(t) € My(R) alors A est dérivable en t, € I si et seulement si
V(i,j) € [Ln]?, ai; :t— ag(t) est dérivable en ty et A'(tg) = (al;(to))

1<i,j<n’

2 Fonctions de classe C*

Definition 2.1
1.

On dit que f est de classe € sur I lorsque f est dérivable sur I et f’ est continue sur I.

2. Par récurrence, on définit les fonctions dérivées successives sur I de f :
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FO = f. et pour k € N7, 0 = (f=0) = (f/)¢=1

ainsi que les fonctions de classe €% sur I : f dérivable k fois et f*) continue sur I.

d" f
dek”
3. On dit que f est de classe € sur I lorsque f est de classe €% sur I pour tout k de N.
On note
e C°(I,R"™) I'ensemble des fonctions continues sur I & valeurs dans R™,
e C*(I,R"™) I'ensemble des fonctions de classeC* sur I & valeurs dans R"
e C°(I,R") l'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur I a valeurs dans R".

%) se note aussi D*(f) ou

Proposition 2.1

. ICR—R"
SO S (), (t))
est de classe C* (k € N*) sur [ si et seulement si les n fonctions 1, . .., z, sont de classe C* sur I
f
et on a veel, f®O@) =@Pe),2P0),.. ., 2P).

Proposition 2.2 Linéarité - Composée

1. C*(I,R"), pour k € N, est un R-espace vectoriel :

Si (f,g) € C*(I,R™) x C*(I,R") alors VA€ R, (\f+ Bg)e C*(I,R") avec

(Af 4+ g)®) = Xf®) 4 gk,

2. | Soit J un intervalle de R, si ¢ € C*(J, 1) et si f € C*(I,R") alors f o p € C*(J,R").

Proposition 2.3 Action d’une application linéaire

On considere f: I CR — R" et L € Z(R", RP).

Si f est de classe C* sur I alors L o f aussi avec

Vk € N*, (Lo f)® = Lo f®

Proposition 2.4 Formule de Leibniz

On considere f: I CR — R", g: I — RP et B: R" x R? — RY une application bilinéaire.

On rappelle que 'on définit 'application B(f,g) de I dans R? par :

viel, B(f,g)t)=B(f(t),g()
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Si f et g sont de classe C* sur I alors B(f,g) est de classe C* sur I avec :

Vk € N*,  B(f,g)® = Z (l;) B(f9, g*=) (Formule de Leibniz)

k
i=0

Exemple 2.1
Application de ce qui précede a (¢.f)* avec f: I — R" et ¢ : I — R de classe C* sur 1.

6



