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Exercice : Extrait de E3A MP 2019

On se propose de déterminer toutes les fonctions f solutions du probléme (P) suivant :

f est continue sur R et <Vm eR, flx)=1- /I(t +z)f(x—t)dt (E1)>
0

x
Pour tout te fonction f continue sur R, on pose F(x) = / f(t)dt.
0

1. a) f étant continue, d’apres le théoréme fondamental de ’analyse, F' est une primitive de f

sur R, c’est celle qui s’annule en 0.| F est de classe C! sur R avec Vo € R, F'(z) = f(x).

b) On suppose que f vérifie (E7). Par le changement de variable affine t =  —u, on obtient :
0
VeeR f(z) = 1-— / (=) (2z —u) f(u)du

VeeR f(z) = 1—2:0F(ac)+/ozuf(u)du

xX
La fonction u +— wuf(u) est continue sur R par produit, alors = +— / wf(u)du est de
0

classe C! sur R et par somme de fonctions de classe C1,| f est de classe C' sur R.

2. o Si f est solution de (P) alors d’apres la question précédente, f est dérivable et

f(z) =1-22F(z) +/ uf(u)du, donc f(0) =1 et par dérivation
0

f(x) = =2F(x) = 2xf(2) + o f(x) = —2F(x) — 2 f(z)

f est dérivable sur R

donc f vérifie (Py) VeeR f'(x)+axf(x) +2/xf(u) du =0
0

| 70 =1

( f est dérivable sur R

e Réciproquement si f vérifie (Py) VeeR fl(z)+af(x)+ 2/ f(u) du=0 . f est
0

f(0) =1
dérivable donc f est continue sur R et / f'(t)dt = f(x) — f(0) = f(x) — 1. De plus
f'(z) = —2F(z) — zf(z) donc ’
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f@) = 1+ /0 " Pt

= 1—/Oztf(t)dt—2/0xF(t)dt

en intégrant par partie la seconde intégrale on a

= 1—/0 tf(t)dt—2[tF(t)]g+2/ tf(t)dt

0

flz) = 1—230F(:L’)—|—/$tf(t)dt

0
et donc f vérifie (P).Par double implication on a montré

( f est dérivable sur R

f vérifie (P) si et seulement si : (P1) VeeR fl(x)+af(x)+ 2/£ f(u) du=0
0

f(0) =1

Autre rédaction :
Dans limplication f vérifie (P) = f vérifie (P1), on a obtenu que la dérivée de
x

G:zx—1—-2zF(x) +/ uf(u)du est la fonction ¢ : x — —2F(z) — z f(x), donc G est une
0

primitive de g.
Si f vérifie (P;) alors f est dérivable donc continue et f'(z) = g(z), alors il existe ¢ € R tel
que f(z) =G(z)+ ¢, or f(0) =1 et G(0) =1, donc ¢ =0 et on a bien

T

f(z)=1—2zF(x) +/0 uf(u)du=1— /0 (t +x)f(x —t)dt. Donc f vérifie (P).

F est la primitive de f qui s’annule en 0, donc f est dérivable si et seulement si F est dérivable
deux fois avec F' = f et F” = f’, on déduit immédiatement de la question précédente que f
est solution de (P) si et seulement si :

F est dérivable deux fois sur R
(P2) VeeR F"(x)+xF'(x)+2F(x)=0

F0)=1

. On suppose qu’il existe une fonction H développable en série entiere sur R : vérifiant :

VeeR H"(x)+xzH'(z)+2H(x)=0

H'(0) =1 et H(0) =0

+o0o
Hm
a) Ve e R H(x) = Zanx", et on sait que Vn e N a, = 0)

n=0

, donc
n!
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ap=H(0)=0, a=H(0) =1 |et

+oo +oo +oo
H"(z)+xH'(x) + 2H(z) = Z n(n —Dapz" 2 + Z nanz" 42 Z apz" =0

n=2 n=1 n=0

+o0 +o0 +o0

= Z(k + 2)(k + 1)aj0z” + Z kapx® + Z 2a,x" =0

k=0 k=0 k=0

+o0
H'(x) +zH'(x) + 2H(x) = Y ((k+2)(k+ Daggs + (k+2)ap) 2

k=0

Par unicité du développement en série entiere de la fonction nulle on a :
H'(z) +xH'(x)+ Hz) =0 <= Vk € N (k+2)((k+ 1)agi2 + ar) = 0, et puisque

a
k+2+#0,ona| VneN an_,.gz—n_cl.
b) On déduit des égalités précédentes que Vn € N ag, = ;aznff avec ag = 0, et a; = 1 avec
n [e—
tgeg — Z021 (-1)? o3 = (-1)° I (=1)? -
mt 2n (2n)(2n —2) "7 (2n)(2n—2)(2n—4) T Bn(n—-1D(n—-2) 7

On montre par récurrence (a vous de la faire) la conjecture

(="
2nn!

VneN ag, =0 et agpy1 =

. , . . ro/Tr\"
Par croissances comparées Vr > 0 hr}g \a2n+1|r2"+1 = lim — (7> = 0, donc
n—-+0oo

n—+oo n! \ 2
R = Sup{r>0, (apr™) est bornée} = +oo.
La série entiere dont H est la somme est donc de rayon de convergence égal a +oo et

I I0 9 /_z2\" 22
weR A6 = S mur =5 () e (-2)
n=0 '

n=0

y'+ay +2y=0
y(0)=0, ¢'(0)=1
admet une unique solution qui est donc H, or f vérifie (P) si et seulement si F' sa primitive

qui s’annule en 0 vérifie (P2), ce qui revient & F' vérifie aussi ce probleme de Cauchy, donc

F = H et f est solution si et seulement si Vo € R f(z) = F'(x) = H'(z).

5. Les fonctions x — x et z — 2 étant continues sur R, le probléeme de Cauchy : {

2
Le probleme (P) admet pour unique solution la fonction f : z + (1 — 2?) exp (—:EQ)

Probleme : Extrait de X-ENS PSI 2014

Soit E un R-espace vectoriel normé, de dimension finie ou infinie, muni de la norme ||.|g. On appelle
opérateur sur F tout endomorphisme T de E dans F tel que

M >0/ Vf e E, [T(Hle <M f|z (1)

On note LO(FE) I'ensemble des opérateurs sur E.



PSI

Un corrigé du D.M.09 4

On appelle spectre ponctuel de T € LO(E) 'ensemble des réels A tel que T'— AIdg n’est pas injectif.
On note 0,(T") I'ensemble de ces réels.

Les deux parties sont indépendantes.

Partie 1. Un premier exemple d’opérateur.

Soit E l'ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R muni de la norme ||. s :

[flloo = max |f(z)|

z€[0,1]

On note T 'application définie sur F telle que :

a)

VfekE, Vrel0,1], T(f)(z) =af (9

e Soit (f,g9) € E? et A € R. Pour z € [0, 1] % € [0, 1], donc par composée et produit 7'( f)

est continue sur [0, 1]. De plus

Vo e 0,1 TOf+g)(x) = a(Af+g) (g)

- () +0)

- s (5) )

vee0,1] TS +g)x) = AT(f)()+T(9)@)
On a donc T(\f + g) = AXTf(f)+T(g) et T est un endomorphisme de E.
evze1] [T()@]=lal|f(5)]

Siz € [0,1] alors g € [0,1] et donc

Ve e [0,1] |T(F) @) <[z flle < 1l

On en déduit que ||T(f)]|co < M.||f]|co avec M = 1.

T est donc un opérateur de F.

Notons M la plus petite valeur (sous réserve d’existence) telle que :
ViEE |[T(f)lloo < M| f|loo, d’apres ce qui précede on a Vf € E || T(f)]|co < || flloo done
M < 1.

De plus en prenant f : =z — 1, on a [[fllcc = 1 et [|[T(f)]loc = Sup|z| = 1, donc
z€[0,1]

IT(f)lloo = [1flloc < M| f]loc avec |[flloc =1 # 0 donc M > 1.

La plus petite valeur pour la constante M de la relation (1) est 1.
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c) e Déterminons ker(7') :

feker(T) < T(f)=0

— Vee[0,1] T(f)x) =0
— Vrel01] :cf(%):()

x

= vreo,1] f (5) —0
1

= VWt 6]0,2} f(t)=0

et par continuité de f

feker(T) < Vte [O, ﬂ fit)y=0

On a donc | ker(T") est I'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] et nulles sur [O, 2].

e Déterminons Im(7") en procédant par analyse-synthese :

geIm(T)=3fecE T(f)=9g=3f€E Vre|0,1]] g(:x)za:f(—)

On a donc

geIm(T) = g(0)=0et 3f € E Vz €]0,1] f(g): _

Par continuité de f en 0, on doit avoir f(0) = lim f <§> = lim M

donc g est
z—0t z—0t T —

dérivable en 0 et ¢'(0) = f(0).

Donc si g € Im(7T') alors g est continue sur [0, 1], g(0) = 0 et g est dérivable en 0.

Réciproquement, soit g une fonction continue sur [0, 1], nulle en 0 et dérivable en 0. Posons
(

g(2z) _ 1

— sizxe|0,=
or 7 } 2

frxel0,1]—<¢ ¢(0) sixz=0

, 1
g(1) siz € |5, 1
. . 1 : : .
— Cette fonction est continue sur |0, 3| en tant que quotient de deux fonctions continues

1
dont le dénominateur ne s’annule pas, et sur ] 2 1| en tant que fonction constante.

2 t) —
— Puisque ¢g(0) =0, 0n a: xli}r(]% flz) = zli>r(r)1+ 9(2;) = tl_i>r(§1+ w = ¢'(0) = £(0) donc

f est continue en 0.
L o 9@2x) o g(t) L : 1
m_l:lr;l? f(z) = ‘lglr/}g 0y = }gr% e g(1) = ;1:—1>11I;12+ f (z) donc f est continue en 5
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Finalement f est continue sur [0, 1] et vérifie T'(f) = ¢, donc g € Im(T').

Im(T) est 'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] qui s’annulent en 0 et qui sont dérivables en 0.

On se place & présent dans £ muni de la norme ||.|2 :

1
1£ll2 = LAIﬂ@Pdm

d) On sait déja que T est un endomorphisme de E. Il reste a vérifier qu'il existe M > 0 tel que
VieE [T(f)llz2<Mlfl2

Soit f € F,

IT(s nz—/’pf

Par le changement de variable affine t = 5 on obtient :

ol

HTﬁwézé 2 (2t f (1)2dt

1
2
=5 [k
. 1 2 1 2 . 5 7
Site |0, 3| t“ € |0, 1 et |f(t)|” > 0, donc par croissance de 'intégrale

OE Y IO

Et par relation de Chasles sachant que l'intégrale sur un segment d’une fonction continue
positive est positive on a :

HT<m2<2/ HFdt < /|f Hi2at

On a done || T(f)IIF < 2/|f]3 et finalement | T(f)[l2 < v2[|f]l2.

T est bien un opérateur pour la norme || ||2.

e) D’apres ce qui précede, si M est la plus petite valeur vérifiant Vf € E ||[T(f)|2 < M| f]l2
alors M < /2.

Considérons la famille (fy,)n,>2 d’éléments de E telle que :
(i) fn est affine par morceaux,

(ii) fn( ) fn(7 - 7) fn( 2) = fn( ) =0et fn(%)

1
St il existe (an,bn) € R? tel que
n
1 11 1 1
Vz € 27 5% fn(z) = anx + by, avec fr,(1/2) =1et fr (= —— | =0, donc a, = n et
n n

On en déduit que f, est nulle sur le segment [0,

1 1
b,=1-— ﬁ. De méme il existe ¢, et d,, réels tels que Vz € |-, = + —
2 2’2 n2
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11 2
fo(x) = cpxr +d,, avec f(1/2) =1 et f <2 + 2) =0doncec, =-netd, =1+ % donc
n

0 iz € -0 1 1
i -z
si x %35
L1_n e (1 11
nx - — siz € |=——, =
2 27 02
Vn > 2, Vzel0,1] fi(x)= . Voici les courbes
—n2x+1+n—2 si:zepll—i—i
2 272" 2
. (1 1
\0 511:6_24-”2,1]
de fa, f3, fa (bleue, verte, rouge) :
08
» 0.4+
OO 0.2 0.4 ) 0.6 0.8 1
. 2
0 siz € [0, 1-— ]
. n
On a done Vo € [0,1]  T(f,)(z) = 2 f» (5) - Par

nr n 2
— 1——) i 1——-,1
$(2+ 2 swue[ n’]

relation de Chasles, on a :

1
A= /0 fule)Pdz
1

[ (uo)as

0
1 1,1 2
2 t.2 2
= /2 (71334‘1—2) dﬂ?+/2 <—n2x—|—1+n> dx
11 2 1 2
2 n 2
9 1 n\3 3 1 9 n? 3 %+”%
= | 1-2) (e
T [?m (ne+1-7 ]+ 3n2< W41+ 2) |
2 n 5
1 1 n+1 1
R ~
Iall2 = 3n T 302 3n? n—+oo 3n
1 1 2
De méme ||T,,(f)|13 = / IT(f)(2)]* dz = / z? <n27x +1- g) dz, ce qui donne apres
0 1-2

développement

o= [, (et (1= B+ (1-2) ) e
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9 n? o nat ,° !
R _ oy _ny22 :
1T ()5 = 15 +(1-3%) 1 +(1-3) 5] et apres calculs
2 2 4 2
IT(fa)ll5 =

3n 3n2 | 1513 n—otoo 3n
On en déduit que

[ 2/3n

| fall n—+o0 1/3n

T2

et puisque Vn > 2 ||T.(f)|l2 < M| fnll2, on aura Vn > 2 A
n||2

< M et par passage a la

limite : lim 1Tl =2 < M. On avait aussi M < /2.
n—+oo | ful2

La plus petite valeur M telle que Vf € E || T(f)|l2 < M| f||2 est donc| M = /2.

Partie 2. Un exemple de calcul de spectre ponctuel.

On note K la fonction définie de [0,1]? dans R par la relation suivante :

K(s,t)=(1—s)t si 0<t<s<1 et K(s,t)=(1—1t)s sinon

On note T l'application définie sur E = C([0, 1], R), muni de la norme ||.||2 définie en partie 1, par
la relation

VfeE, Vsel01], /Kst

(I—s)t si0O<t<s

a) e Pour s fixé dans [0,1], on a Vt € [0,1] K(s,t) = . La fonction

s — st sis<t<l1
t — K(s,t) est donc continue par morceaux sur [0, 1]. Par produit de fonctions continues
par morceaux, la fonction ¢ — K(s,t)f(t) est continue par morceaux sur [0, 1].
Par linéarité de l'intégrale de fonctions continues par morceaux sur [0,1], on obtient la
linéarité de I'application T.

t—st si0<s<t

Pour t € [0,1] fixé, Vs € [0,1] K(s,t) = .
t—st sit<s<l1

La fonction s — K(s,t) est continue sur [0, 1], en effet elle est affine par morceaux avec

lim K(s,t)=(1—-t)t= hm K(s,t), donc

(s,

s—t—

eVt [0,1] s— K ) ( ) est continue sur [0, 1].
e Vs e[0,1] tr K(s,t)f(t) est continue par morceaux sur [0, 1].
e D’apres son expression, pour s fixé, on a Vt € [0,1] |K(s,t)| <1, donc

¥(s,) € (0,12 [K(s,6)f(D)] < || flloo
et la fonction constante t — || f|loo est intégrable sur le segment [0, 1] donc par théoreme de
1

continuité, la fonction s +— T'(f)(s) = / K(s,t)f(t)dt est continue sur [0,1]. T" est donc un
0

endomorphisme de F.

e Puisque V(s,t) € [0,1]2 (1 —s) € [0,1] et (1 —t) € [0,1] alors |K(s,t)] < 1, et on a
V(s,t) € [0,1]* 0<[K(s,t)f(8)] < |f(1)]-

Par inégalité triangulaire et croissance de l'intégrale on a :

1 1
vse 0,1 [T(f)(s)] < / K (s, ) f(£)|dt < / ()]t
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1
Par inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire < f,g >= / f(t)g(t)dt sur E
0

I’ensemble des fonctions continue sur le segment [0, 1], on sait que

1
A FOldt =< .1 >< V<L 5/< LIS

ce qui donne Vs € [0,1] |T(f)(s)] < ||f||2 et donc

1 1
Hﬂﬁ@—ﬁrﬂﬂ@&msﬁum%s

Et finalement || T'(f)||2 < || f|l2-| T est donc un opérateur sur E.

b) Soit f € E. Avec la définition de K (s,t), par relation de Chasles, on peut écrire :
s 1 s s

Ws€[0.1] T(f)(s) = / (l—s)tf(t)dt+/ (1—t)sf(t)dt = (1—3)/ tf(t)dt—s/ (1) f()dt
0 s 0 1

S
Par le théoreme fondamental de I’analyse, la fonction s +— / tf(t)dt est de classe C! sur
0

s

[0,1] en tant de primitive de la fonction continue ¢ — tf(t), de méme s / (1 —1t)f(t)dt

1
est une primitive de la fonction ¢ — (1 —¢) f(¢). Par produit et somme de fonctions de classe
Cl, T(f) est de classe C! sur [0, 1] avec

WGMH(ﬂﬁﬂ@=jfﬁ®&+ﬂ—Wﬂ$jfﬂ—ww&—w—ﬂﬂﬁ

vsel0] (@) () =~ [ erar= [ s

(T(f)) est alors une somme de deux fonctions de classe C'! sur [0, 1], donc T'(f) est de classe
C? sur [0, 1] avec

Vs €[0,1] (T(f))" (s) = —sf(s) — (1 = 5)f(s)

Vs € (0,1 (T(f))" (s) = —f(s)

¢) T étant un endomorphisme de E, T est injectif si et seulement si ker(7') = {0}. On sait que
0 € ker(T'), de plus avec le résultat de la question précédente on a immédiatement :

feker(T)=T(f)=0= (T(f))" =0= —f=0

Donc ker(T') € {0} et finalement ker(7") = {0}.| T est donc injectif.

d) Soit A € 0,(T) et f € ker(T — AId) alors X # 0 (T est injectif donc 0 ¢ 0,(7T")) et donc
f = $T(f)- On a vu en question b) que T(f) € C*(0,1LE) et (T(f))" = ~f, done
feC*([0,1,R) et

MU =@ +f=0

1
On a aussi £(0) = %T(f)(o) _ 1/0 K(0,6) f(£)dt = 0 puisque K(0,¢) = (1 —£).0 = 0.

1
Et f(1) = %T(f)(l) = i\/o K(1,t)f(t)dt = 0 puisque K(1,t) = (1 — 1)t =0.
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e) On déduit de ce qui précede :

M+ f=0

f0)=ray=0 70

Neop(T)=3f € E, f#0, telleque{

Donc si A € 0,(t), alors il existe f non identiquement nulle vérifiant I’équation différentielle
1

linéaire homogene du second ordre & coefficients constants y” + Xy = 0 avec les conditions

f(0)=0=f(1).

. . : 1 1
L’équation caractéristique associée est r2 + N = 0 ou encore r

2:

e Si A > 0, alors on sait : 3(a,b) € R? Vz € 0,1 T) = acos (x)—&-bsin(x),et
(a.) 0.1 f) o o

a = 0 puisque f(0) = 0 donc Vz € [0,1] f(x) = bsin <\xf)\> et f # 0 donc b # 0 et alors

1 1
f(l):0<:>81n<ﬁ>:0<:>)\=k27r2aveCkGN*

x x
e Si A < 0, alors on sait : 3(a,b) € R?, x) = a.ch | — —I—b.sh(),eta:O
(@) € B, fa) = ach (55 ) 4o (s
1
puisque f(0) = 0. Alors f(1) = 0 <= b.sh () = 0 < b = 0 (la fonction sh ne

V=

s’annule qu’en 0). Ce qui est absurde puisque f n’est pas la fonction nulle.

0 it aussi écrire f(z) ( )+ : s cest plus |
. pouvarl ausst ecrire ) =aexp | —F— eXp |\ ——F—— mais cest pius tong pour
VA NE

obtenir a et b.

On déduit de cette étude que o, (T") C { ke N*}.

k272’

Réciproquement, pour k € N*| la fonction fi : x — sin (k7x) est dans E et vérifie
fl(z) + k*n? fr.(x) = 0 donc

fil(x) = =k fiu(x) = —K*7*(T(f))" (x)

Il existe donc (ay,by) € R? tel que fi(v) = —k2m2T(fi)(z) + arw + by,
or fx(0) = 0 = T(fx)(0), donc by = 0. On a aussi fx(1) = 0 = T(fx)(1) donc ap = 0

1
et finalement f, = k27271 (fy), ou encore T(f) = mfk avec f # 0, ce qui signifie que
s
1
) € op(T).

1
op(T) = {W’ ke N*} et d’apres ce qui précede

Finalement 1
ker (T - WIdp;) = Vect (z — sin(kmx)).




