PSI Chapitre 15 Fonctions de plusieurs variables 1

Dans tout ce chapitre, f désigne une fonction définie sur un ouvert U de RP, p > 2, a valeurs dans
R:

f UcCR? — R
=z, m) = f(o) = fla. 1)
On peut voir f comme une fonction des p variables réelles x1, zo, ..., z)p.

Dans le cas p = 2, on pourra représenter la fonction f : (z,y) — f(z,y) dans R? par la surface
d’équation z = f(z,y).
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RP est un espace euclidien et toutes les normes de R? sont équivalentes. Les notions vues dans ce
paragraphe sont indépendantes de la norme choisie.
On note (€1, ...,€,) la base canonique de R”.

1 Rappels sur la continuité

Definition 1.1
e On dit que f est continue en a € U lorsque lim f(x) = f(a) :

r—a

Ve>0, JIr>0 VeeU Jz—a|<r=|f(z)—f(a)<e
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e On dit que f est continue sur U lorsque f est continue en tout point a de U.

Remarque 1.1

e Toute fonction lipschitzienne de RP dans R est continue.
e Toute fonction polynomiale de R? dans R est continue.

e Par opérations algébriques, si f: U C R?P -+ R et g: U C R? — R sont continues sur U alors

Af+ g, avec A € R, f.g, =, avec g qui ne s’annule pas sur U, sont continues sur U.
9

Definition 1.2

Pour a = (ay,...,a,) € U, on définit les applications partielles de f en a par :

VEk € Hlap]]a fa,k: it f(alv B aa'k—lvt7ak+17 e '7ap)

U étant un ouvert, pour a € U, les applications partielles f,; de f en a sont définies au moins sur
un voisinage de a;.

Remarque 1.2

Si f est continue en a = (ay, ..., a,) alors Vk € [1,p] fax est continue en ay.
La réciproque est fausse comme le montrera un des exemples ci-dessous.

La continuité d’une fonction de p variables ne se raméne pas a la continuité des fonc-
tions partielles!

R?— R

(z,y) = 23 + 3zy + 5y°

Ne pas dire f est continue par rapport a x et par rapport a y donc f est continue!! Mais f est
continue car polynomiale.

Soit f:
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Proposition 1.1 Composition 1

Soit f: U CR? — Ret soit ¢ : I C R — R tel que f(U) C I.
ACRF - R

x = p(f(x)

On peut considérer po f :

On a vu que | si f est continue sur U et ¢ est continue sur [ alors ¢ o f est continue sur U.

Exemple 1.1

L’application f : (z,y) € R? — e 1% est continue sur R2.

Proposition 1.2 Composition 2

Soit f : UcR R et soit ¢ : [cR = R
C(ry,ox) e flan. ) vy = () = (21(t), ..., 2,(1))
o(I)CU.

avec

Soit t(] e€leta= (p(to) = ((L’l(to), c. ,Ip(to)).

On rappelle que si ¢ est continue en ty et f est continue en a = p(tg) alors
ICR —- R

fop: " = flxi(t), ..., x,(1))

Or ¢ est continue en tq ssi Vi € [1,p] x;(t) — zi(to) (les u; sont les fonctions coordonnées de ¢
—to

est continue en t.

dans la base canonique de RP).
On aura donc :

Vie [l,p] (¢ " z;(tg) et f continue en a = f(x1(t),...,z,(t)) — f(x1(to),. .., z(to))

t—to

Conséquence :

S'il existe des fonctions 21 : I CR—-R...z,: ICR =+ Ret{) € 1 telles que

Vi e [1,p] xi(t):tgai et f(xi(t),...,z,(t)) - flai,...,ap)

t—to
alors f n’est pas continue en a = (ay,...,a,).
Exemple 1.2
xy _
T2 s @) £ (0.0)
La fonction g : (x,y) — est-elle continue sur R??
0 st (z,y) = (0,0)

Etude pratique de la continuité

UcCcRFr — R

SOltf:(xl,...,xp) = flx,..

)et soit a = (ay,...,a,) € U.
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e Pour montrer que f n’est pas continue en a :

On utilise un théoreme précédent.

o) o
_ : —to :
Pour p = 2, on cherche z et y fonctions telles que y(t) s a, , mais f(z(t),y(t)) et f(ai,as).
—to

e Pour montrer que f est continue en a :

1. On applique les théoremes d’opérations sur U ou sur une partie de U, si possible.

2. En un point singulier :
e On majore |f(z) — f(a)| :

S’il existe une constante k telle que | f(z)— f(a)| < k||x—al|, alors directement f(z) — f(a),
T—a

donc f est continue en a.

e Cas particulier important pour p = 2 et a = (0,0) :
On peut utiliser les coordonnées polaires, surtout en présence de % + y2.

x = pcos(d)

y — psin(0) et dans

Soit (z,y) € R?, alors on peut trouver p > 0 et § €] — 7, 7] tels que {
ce cas p = ||[(z, )2 = va? + ¢

On majore alors |f(x,y) — f(0,0)| par une fonction de p (i.e de [|(z,y)||2) qui tend vers 0
quand p — 0 (et ceci indépendamment de 6).

Exemple 1.3
Etucﬁiﬁ 2de_) lzi:{ continuité sur R? de :
l_Q . yg ‘ R2 — R , b
f o si (z,y) # (0,0) et g xzyIn(x® 4+ y*) si (x,y) # (0,0)
(z,y) = (z,y) =
0si (z,y) = (0,0) 0si (z,) = (0,0)
) M si (z,y,2) # (0,0,0)
Etude de la continuité sur R? de h: (z,1,2) — < Tyt
0 si (z,y,2) = (0,0,0)

2 Fonctions de classe (!

Remarque : U étant un ouvert, si a € U alors pour tout vecteur h € RP de norme suffisamment
petite, a + h € U.

Definition 2.1 Dérivée selon un vecteur

On dit que f admet une dérivée en a € U selon un vecteur v € RP lorsque l'application t — f(a+tv)

est dérivable en 0. On note alors | D, f (a) = lim cette dérivée.
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Definition 2.2 Dérivées partielles
UcCR?P — R

Soita:(al,...,ap)EUCRpetsoitiE[[l,p]]etf:]:_(gc1 v o f(@) = fla )
= (@1, .., 2p = s T

On dit que f admet une dérivée partielle d’ordre 1 en a par rapport a sa i-iéme variable si

I'application t+— f(a+té) = f(a,...,ai—1,a; +t,ai41,...,a,) est dérivable en 0.
_ o flatté) — fla) _
On note alors B, (a) = g% ; = D¢ f(a)

Ce qui revient a dire que f est dérivable en a selon le vecteur e; de la base canonique de R”.

Remarque 2.1

Dériver la fonction ¢ — f(a+té;) en 0 revient a dériver en a; la i-eme application partielle f,; de f
en a, ce qui revient a dériver f par rapport a sa i-eme variable en considérant les autres variables
comme constantes :

_ iy Jei(@i) — failai)

t—0 t Ti—a; T — @

Pour f : (z,y) — f(x,y), en un point (x¢, yo) I'application partielle f,,, 2 : t — f(z0,t) se représente
géométriquement par la courbe C, intersection de la surface d’équation z = f(z,y) et du plan
d’équation x = x.

0
O f (o, 90) = a—JyC(:L'O, Yo) est la pente de la tangente a la courbe C,, au point My = (o, Yo, f(z0, Y0))-

Remarque 2.2

Si f admet une dérivée partielle d’ordre 1 par rapport a z; en tout point a de U, on peut définir la

fonction dérivée partielle de f par rapport a x;, notée oz, oud; f, par: oz, b (@1, ) g;” ()

Definition 2.3 Classe C!

f:U C R? — R est dite de classe C! sur U lorsque ses dérivées partielles d’ordre 1 existent et
sont continues sur U.
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Proposition 2.1 Développement limité a ['ordre 1

Résultat admis

of

of

Pox,

fla+h) = f(a)

lorsque h = (hq,...,h,) tend vers (0,...,0).

Si f € CY(U,R) alors f admet en tout point a € U le développement limité a l'ordre 1 :

(@) + o([|Al])

Proposition 2.2

Si f est de classe C' sur U alors f est continue sur U.

Definition 2.4 Différentielle et gradient
Soit f € CY(U,R) et a € U.

R” R
df(a) : h=(hy,....,h,) Zhigg'(a)

—

e On appelle différentielle de f en a la forme linéaire sur R?

L’image de h par l'application df(a) se note df(a).h

e On appelle gradient de f en a, 'unique vecteur V f(a), tel que

Vh € R?

df(a)-h =V f(a)lh) |

Remarque 2.3
Soit f € CY(U,R) et a € U.

0
e Le gradient de f en a est le vecteur V f(a) de coordonnées (8_f
Zq

canonique de R? :

Lof
Za;(“)ei

=1

Vf(a) =
e Le développement limité a 'ordre 1 de f en a s’écrit :

flath) =,

(a)’...

of

)
oz,

(a)) dans la base

fla) +(Vf(a)|h) +o([[al]) = f(a) + Vf(a)".h+ o(||])
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Proposition 2.3 Opérations algébriques sur les fonctions de classe C*

e L’ensemble C''(U,R) est un R-espace vectoriel et
: O\ + 1g) of 0g
2 1 2 1 _
VLW €RE W(f.g) € CHURP, Wie[lpl, “oHon ey 4

e Si (f,9) € CY(U,R) x CY(U,R) alors fg € C'(U,R) et

0 0
Vi € [1,p], %Za—j g+ f

dg
8.731'

e Si feCYUR)et pe CYI,R) avec f(U) C I C Ralors po f e CHUR) et

d(po 0
Vi € [1,p], %: aij x (¢’ f)
1\  —1_ of
Notamment 0; (?> = F X .

Méthode pratique pour étudier si f est de classe C*!

e En dehors d'un point singulier :

et on

On tente d’appliquer les opérations sur les fonctions de classe C', ou bien on calcule

3@-

étudie la continuité des dérivées partielles.

e En un point singulier

0
On calcule les dérivées partielles —f sur U tout entier, en un point singulier a, on passe par la

0x;

dérivée en 0 de t — f(a + té;), et on étudie la continuité des dérivées partielles par les techniques
du paragraphe 1.

Exemple 2.1
2

) +y2 51 (ili',y) # (070)

La fonction g : (z,y) — admet des dérivées partielles d’ordre 1 en

0 si(2,y)=(0,0)
tout point a = (z,y) de R? mais n’est pas de classe C! sur R?.
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3 Regle de la chaine et applications

Proposition 3.1 Regle de la chaine

Soit f: U C R? — R et soient p fonctions réelles x, ..., x, définies sur un intervalle I de R.

Si f est de classe C' sur U et si @ : t € [+ (z1(¢),...,7,(t)) est de classe C*! sur I avec ®(I) C U

R

est de classe C! sur I avec

alors foq):i

vtel, (fo@Y@%=ijxﬂaﬁﬁm@%~wﬁﬂﬂ)=<Vﬂ@@»@xﬂ>

Exemple 3.1
1. Soit f: (z,y) — 2* +2zy —y* et g : t — f(t? €!). Calculer ¢’'(0) de deux fagons.

2. Soient a € R? et 7 € RP, dériver g : t — f(a + t¥) lorsque f est de classe C' sur R?.

Corollaire 3.2

Soit f: U C R? — R de classe C! avec U un ouvert convexe.

f est constante sur U si, et seulement si, Va € U V f(a) =0.

Corollaire 3.3 Changement de coordonnées

On note U un ouvert de R? et V un ouvert de R".
\% — R

coty) (U, uy)
telles que z1(V) x -+ x 2,(V) C U et f: U — R de classe C* sur U.

Pour tout i € [1,p] on considere des fonctions z; : (u de classe C!
1

. . V —> R 1
La fonction g : (e ttn) — @ty sty syt s tn) est de classe C" sur V et
dg " oz of
Vj e [1,n] %(ul, JUp) = ('3ul< (u, ... ,un).aw‘(xl(ul, e Up)y e Tp(Uny e Uy))
J i=1 7 ¢
Exemple 3.2

Pour f: U C R? — R de classe C!, si g(u,v) = f(au + bv, cu + dv) avec (a,b,c,d) fixé dans R,
alors
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Exemple 3.3 Passage auxr coordonnées polaires

Pour ¢(r,0) = f(z,y) = f(rcos(f),rsinf) alors (sous de bonnes hypotheses)

9y B of . . Of .
o (r,0) = cos 0%(7’ cos 0, rsinf) + sin Qa—y (rcosf,rsinf)
dg B of of
ae(r 0) = Tsm9(9$(rcose 7 8in 0) +rcos€ay(rcose ,7sin0)
On note abusivement :
20 0F o O _ oo _sint 29
or oz oy or or r 00
ou encore 5 5 5
89 of 5f / : g cosf Og
= — — =sinf—= =
0~ Yor Ty oy Mo T T e

et méme en physique, on note par la méme lettre la fonction f et la fonction g, ce qui donne :

of

_ of ., 0f
E(r, 0) = COSQ(‘):C (x,y) + smﬁay (z,y)...

Application : Trouver les fonctions f de classe C' sur U = R? — {(z,y),r < 0} qui vérifient

0 0
I’équation aux dérivées partielles : ya—f — a:a—f =0.
x Y

4 Applications géométriques

4.1 Courbes du plan

Une courbe du plan est donnée soit par :
e une paramétrisation ¢ : t € I — (z(t),y(t)) (¢ de classe C'),
e une équation cartésienne : f(z,y) =0 avec f: U C R? — R de classe C' sur 'ouvert U.

Definition 4.1

On appelle point régulier d’une courbe plane définie implicitement par ’équation f(z,y) = 0, tout
point (g, yo) en lequel le gradient de f n’est pas nul.

Proposition 4.1

En un point régulier M, = (0, yo), la tangente a la courbe plane d’équation f(z,y) = 0 est la
droite passant par ce point et orthogonale au gradient de f en ce point.

La tangente a donc pour équation cartésienne :
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8—f(]wo)(x — x) +

O g(Mo)(y—yo)zo

dy

Remarque 4.1

Soit f: U C R? — R de classe C! sur l'ouvert U.
On considere une ligne de niveau de f, c’est-a-dire 'ensemble des points (x,y) du plan vérifiant
f(z,y) = A, avec \ réel fixé.

Le gradient de f en un point a de la ligne de niveau %) est un vecteur orthogonal a%), (c’est-a-dire
orthogonale a sa tangente en A). De plus le gradient est orienté dans le sens des valeurs croissantes
de f :

Pour b = a +tV f(a) avec t > 0 proche de 0 (résultat local), f(b) > f(a).

4.2 Surfaces de R?

On considere ici une surface de I'espace R? définie par une équation cartésienne f(z,y,z) = 0 avec
f:U c R?® = R de classe C*! sur 'ouvert U.

Definition 4.2

1. On appelle point régulier de la surface d’équation f(z,y,z) = 0, tout point en lequel le
gradient de f n’est pas nul.

2. En un point régulier My, on appelle plan tangent en M a la surface d’équation f(z,y,2) =0
le plan passant par le point M, et orthogonal au gradient de f en M,.

Le plan tangent en un point M, régulier a donc pour équation cartésienne :

of of

o (Mo) + (0 = ) G (M) + (2 = 20) 5 () =0

(x — x9)

gt

Definition 4.3

On dit qu'une courbe définie par un paramétrage ¢ : t € I C R +— p(t) = (x(t),y(t), 2(t)) est
tracée sur une surface d’équation f(x,y,z) = 0 lorsque Vt € I,  f(z(t),y(t), 2(t)) = 0.

Proposition 4.2

Si I" est une courbe réguliere tracée sur une surface d’équation f(x,y, z) = 0 alors la tangente a I'
en un point M est incluse dans le plan tangent en M, a la surface.

5 Fonctions de classe C?

0
Si f est de classe C' sur 'ouvert U, alors les dérivées partielles d’ordre 1 de f, 8_f sont des
L

fonctions définies et continues sur U a valeurs dans R.
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of
of o\ ox,
Vi € [1,p], si —— admet une dérivée partielle d’ordre 1 ——2*

alors cette dérivée est appelée
8.1']‘ 8:171

0 f 0*f .
u —— lorsque i = j

O0z;0x; © Ox;

dérivée partielle d’ordre 2 de f et on la note :

Definition 5.1

On dit que f est de classe C? sur 'ouvert U C RP lorsque

f est de classe C! sur U et Vi € [1, p], sont de classe C'! sur U.

0
(9.ZEZ‘

Remarque 5.1 Opérations algébriques
On vérifie que si f: U CR? - Ret g: U C R? — R sont de classe C? sur U alors V(\, ) € R?
A+ g, fog, i (avec g ne s’annulant pas sur U) sont de classe C? sur U.

g

Proposition 5.1 Théoréeme de Schwarz

Si f:U C RP — R est de classe C? sur ouvert U alors

*f O*f
8@-8:6]- N ij&cl

v(i,5) € [1,p]?,

Exemple 5.1
0 siy=0
. 2 7 . 7 . b .
fi(z,y) € R®— 2 sin (E) Sy £0 admet des dérivées partielles d’ordre 2 en (0,0) mais
0*f 0*f
0,0 0,0).
90050 7 5,550

Definition 5.2 Matrice Hessienne

Soit f: U C R? — R est de classe C?, on appelle matrice hessienne de f en a € U, la matrice
symétrique

O f
Hy(a) = (a];ial'j (a)) 1<i,j<p

Proposition 5.2 Formule de Taylor-Young a lordre 2 (admis)

Si f:U C R?” — R est de classe C? alors f admet un développement limité & l'ordre 2 en tout
point a € U donné par la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 :

Flath) =, Fla) + VF(@)h+ 0" Hyla) b+ o B])
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6 Extrema d’une fonction de R? dans R

Definition 6.1
Soit f: U C R?P — R et soit a € U.

e On dit que f admet un minimum local en a si: Ir >0, Vz € B(a,r) CU = f(a) < f(x).
e On dit que f admet un minimum global (ou absolu) en a si: Ve € U, f(a) < f(x).
e On dit que f admet un maximum local en a si : Ir >0, Vz € B(a,r) CU = f(x) < f(a).

e On dit que f admet un maximum global (ou absolu) en a si : Ve € U, f(z) < f(a).

Definition 6.2 Point critique
Soit U un ouvert de R? et soit f € C*(U,R).

On dit que a € U est un point critique de f lorsque V f(a) =0

Proposition 6.1 Condition nécessaire d’existence d’un extremum. local

Soit f € CY(U,R) avec U un ouvert de R? et soit a € U.

Si f admet un extremum local en a alors a est un point critique,

ie Vi e [1,p] (a)=0.

Remarque 6.1

La condition nécessaire précédente n’est pas suffisante : exemple avec f : (z,y) — 2% — >

Proposition 6.2 Condition suffisante d’existence d’un minimum local

Soit f: U — R avec U un ouvert de R? et soit a € U.

Si f est de classe C? sur 'ouvert U et si a est un point critique de f :

e Si Hy(a) € SFT(R), alors f atteint un minimum local strict en a;

e Si Hy(a) ¢ SF(R), alors f n’a pas de minimum en a.
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Remarque 6.2 Adaptation au cas d’un mazimum local

Soit f: U — R avec U un ouvert de R? et soit a € U.

Si f est de classe C? sur 'ouvert U et si a est un point critique de f :

e Si —Hy(a) € S;7(R), alors f atteint un maximum local strict en a;

e Si —Hy(a) ¢ S (R), alors f n’a pas de maximum en a.

Remarque 6.3 FExtrema et valeurs propres de la Hessienne

Soit f: U — R avec U un ouvert de R? et soit a € U.
Si f est de classe C? sur 'ouvert U et si a est un point critique de f :

e Si Sp(Hs(a)) C)0,+oo] alors f admet un minimum local en a.

e Si Sp(H(a)) C] — 00,0[ alors f admet un maximum local en a

e Si H¢(a) admet une valeur propre strictement négative et une valeur propre strictement positive
alors f n’admet pas d’extremum local en a

e Si 0 est valeur propre de H¢(a), alors on ne peut rien dire, il faut étudier différemment le

signe de f(a + h) — f(a) pour h au voisinage de 0.

Exemple 6.1 FExplicitation dans le cas particulier p = 2

Soit f: U C R?> — Rde classe C? et a € U un point critique de f.

o Sidet(Hys(a)) > 0 et tr(Hg(a)) > 0 alors f admet un minimum local strict en a.
o Sidet(Hy¢(a)) > 0 et tr(Hys(a)) <0 alors f admet un maximum local strict en a.
o Sidet(Hy(a)) < 0 alors f n’a pas d’extremum local en a.

o Sidet(Hy(a)) = 0 alors il faut étudier le signe de f(a + h) — f(a) pour h proche de (0, 0).

Rappel 6.1 FEuzistence d’un extremum sur une partie fermée bornée

On rappelle que si f : R? — R est continue sur une partie fermée bornée A C RP, alors f admet
un maximum gobal et un minimum global sur A.
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Remarque 6.4 Etude pratique

Soit f : A C R? — R de classe C2. Pour rechercher les extremums de f sur A, on regarde :

e si A est un ouvert.
On cherche les points critiques a € A de f, ensuite on cherche la matrice hessienne de f en
a, et on regarde ses valeurs propres dans le cas p > 3 ou son déterminant et sa trace dans
le cas p = 2.

Lorsque 0 est valeur propre de H(a), on regarde le signe de §(h) = f(a + h) — f(a), pour
h au voisinage de 0 pour un extremum local, pour h quelconque pour un extremum global.
e si 0(h) >0, f admet un minimum en a,
e sid(h) <0, f admet un maximum en a,
e sid(h) change designe:Vr >0, 3Jhy € B(0,r) &(hy) > 0et Fhy € B(0,7) d(ha) <0,
alors f n’admet pas d’extremum en a et on dit que a est un point col (ou point selle).

e si A est une partie fermée bornée.

On sait que f admet des extrema. On cherche d’abord les extrema dans 'intérieur de A :
comme A est un ouvert, on applique la méthode précédente.

Puis on cherche les extrema sur la frontiere de A : §(A4) = Z\fi

On compare alors les valeurs de f aux points critiques de A et aux extrema de f sur la
frontiere de A pour conclure.

Exemple 6.2 Applications
1. Déterminer les extrema locaux de f : (z,y) € R? — 32% + 3zy + 21°.
2. Déterminer les extrema locaux de f: (z,y,2) e R® = 2y +yz+az+x+y+ 22+ 1.
3. Déterminer sur D = {(z,y) € R*, 2?+ y* <4} les extrema de : f : (z,y) — 2% + %



