UN CORRIGE DU D.S. 07 : CCMP PC/PSI 2017 - MATHS I

Un labyrinthe est constitué de cing salles, numérotées de 1 & 5, qui communiquent par des tubes selon

le schéma ci-dessous
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Un rat se déplace dans ce labyrinthe, et on reléve sa position en des instants numérotés 0,1,2, ...k, ...
(k € N). On admet que, si le rat se trouve a l'instant &k (k € N) dans la salle numéro i (1 < i < 5),
alors il empruntera aléatoirement 1'un des tubes de la salle i et se trouvera donc, a linstant k& + 1,
avec équiprobabilité, dans 'une quelconque des salles communiquant avec la salle i. On admet que 'on
peut introduire, pour tout k entier naturel, une variable aléatoire Si donnant le numéro de la salle ou
se trouve le rat & U'instant k. A titre d’exemple, on aura donc

1
Vk € N, P(Sgs1 = 1|Sk =2) = P(Sg11 = 3|5k =2) = P(Sk11 = 5|5y =2) = 3

Pour tout k € N, on introduit la matrice colonne

Xp =

’

( )

( )

(Sk = ) (S .//5 1(R)
( )

( )

Pour une matrice B, BT représente sa matrice transposée.

I - Premiers pas

1. D’apres I’énonceé, ((Sx = i))ie[[l’g)]] est un systéme complet d’événements, donc par la formule des
probabilités totales, on sait que :

5 5
P(Ski1=1) =Y P((Skp1=1)N(Sk =14)) = > P(Sk = )P(5,=)(Skr1 = 1)

i=1 =1



donc P(Sg+1 = 1) est une combinaison linéaire des P(Sy = i) pour i =1,...,5.

On peut aller un peu plus loin (mais était-ce nécessaire 7) puisqu’avec les données de ’énoncé,
on sait que P(Sg11 = 1|SE = 1) = 0 et si le rat est a Uinstant k en salle 2 ou 3 ou 4 ou 5 alors il
peut ensuite aller dans trois autres salles, dont la salle 1, avec équiprobabilité.

1
donc .
1 )
P(Spp1=1)=0P(Sp=1)+ > SP (St =1)

1=2

. Comme dans la question ci-dessus on trouve plus largement avec le méme systéme complet
d’événements et la formule des probabilités totales :

5
Vi€ [1,5] P(Sk41 =1) =Y P(Sp = )P (Sks1 = i|Sk = j)
j=1

Ce qui s’écrit matriciellement : Xy = B.X}, avec B = (b;;) telle que

Avec les données de I’énoncé, lorsque le rat se trouve a l'instant k en salle 1 il peut aller avec
équiprobabilité vers 4 autres salles, lorsque le rat se trouve en salle 2,3,4 ou 5 il peut aller vers
trois autres salles avec équiprobabilité, donc
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Cette matrice étant indépendante de k, on a: Vk € N Xy, = BXj.

. On remarque que la somme des coefficients de chaque colonne de B est égale a 1 (ce qui est
normal puisqu’une probabilité conditionnelle est une probabilité). On en déduit que la somme des

1 1
coefficients de chaque ligne de BT vaut 1, ce qui revient a écrire BT =
1 1
1
1 est donc une valeur propre de BT et un vecteur propre associé est | :
1
On suppose que la loi de la variable Sy est donnée par
1/4
3/16
Xo=] 3/16 (1)
3/16
3/16



4. Par calculs, X1 = BXy = X, si on suppose que pour k fixé X, = X, alors
Xg+1 = BXy = BXo = Xo

On a montré par récurrence que Vk € N* X, = Xy, ce qui revient & dire que pour

tout k € N* la variable Sj suit la méme loi que Sp.

4. Par définition
Sy et Sp sont indépendantes <= V(i,5) € [1,5]> P((S1 =1i)N(So =7)) =P(S1 =1i).P(So = j)

< V(i,j) € [1,5]> P(S1=i|lSo=j)=P(S; =1i)

D’apres I’énoncé P(S; = 1|Sp = 1) = 0 or puisque S; et Sy suivent la méme loi on a

1
PS1=1)=P(So=1) = 1 # 0 donc | Sy et S1 ne sont pas indépendantes.

IT - Convergence dans .7, (R)

Soit u un endomorphisme d’un R-espace vectoriel F de dimension finie. On suppose qu’il existe une
norme ||.|| sur E telle que 'inégalité suivante soit satisfaite pour tout x € FE,

[u(z)]] < |||
Pour tout entier naturel k¥ non nul, on considére ’endomorphisme

1
lZE(IE+u+u2+---+uk_1)

5. Soit z € ker(u — Ig). On a u(z) = = et si u(x) = z alors u"*(z) = u(u™(v)) = u(xr) = = donc
k—1 k—1
1 1 k
VieN ul(z) ==z, et Tk(a:):E ul(x):% = =g
=0 =0
On en déduit immeédiatement : |  Hm rx(z) =z

6. Soit x € Im(u — Ig). Il existe y € E tel que x = (u — Ig)(y) = u(y) — y, par linéarité de u :
Vie N ul(z) = vt (y) — ul(y), donc
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Par inégalité triangulaire :
Lk
Ire@)l < 2 (I @l + ll)

w



On sait que Vz € £ |lu(2)| < ||z, alors si [|[u*(2)| < ||z|| pour & fixé on aura
|u* 1 (2)|| = |lu(u®(2))]] < ||u*(2)]| < ||z||, on a ainsi montré par récurrence que
Vz€E VkeN* |[uf(2)] < | 2| et donc

2lly
0 < flrs(a) < 211
2 .
Or lim Ayl = 0, donc par théoréme d’encadrement lim ||r(z)|| = O et | lim ri(z) =0p
k—4o00 k——+oo k—4o00

. Og € ker(u — Ig) N Im(u — Ig) (intersection de deux sous-espaces vectoriels de F).
Soit © € ker(u — Ig) N Im(u — Ig), d’aprés par les questions 5 et 6 on a :

o= Jim, @

Donc ker(u — Ig) N Im(u — Ig) = {0}. Et par le théoréme du rang on sait que

dim(E) = dimker(u — Ig) + dimIm(u — Ig), donc finalement | E = ker(u — Ig) ® Im(u — Ig)

. Soit z € E, d’aprés I'égalité précédente, il existe y € ker(u — Ig) et il existe z € Im(u — Ig) tels
que x = y + z, or par combinaison linéaire d’endomorphismes 7, est un endomorphisme de FE
donc Vk € N*,  ri(x) = ri(y) + ri(2).

Par les questions 5 et 6, les suites (7%(y))ken+ et (7x(z))ken+ convergent, alors par somme la
suite (ri(x))gen+ converge avec

lim 74(z) = lim 7,(y)+ lm r(2) =y+0=y

k—4o00 k—+o0 k—4o00

D’aprés E = ker(u — Ig) @ Im(u — Ig), le vecteur y, tel que x = y + z avec y € ker(u — Ig) et
z € Im(u — Ig), est le projeté de = sur ker(u — Ig) parallélement a Im(u — Ig).

La suite (rg(x))gen+ converge donc vers le vecteur p(z) avec p : E — E la projection
sur ker(u — Ig) parallélement a Im(u — Ig).

Soit A € ., (R) une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels. On suppose qu’il existe une
norme, aussi notée || - || sur l'espace vectoriel .4, 1 (R) identifi¢ & R", telle que, pour tout X €
Mn1(R), on ait [|[AX || < ||X||. Pour tout k£ entier naturel non nul, on considére la matrice

E
—

1
Ry, = Al:g(fn+A+A2+...+Ak—1) 2)

x| =
Il
=)

ou I,, est la matrice identité de ., (R).

. En notant u 'endomorphisme de R"™ canoniquement associé & A et rp ’endomorphisme de R™
canoniquement associé a Ry, et en identifiant R™ et ., 1(R), on peut écrire u(z) = AX et
rip(x) = R X avec



par hypothése [|AX]| < [[ X[} donc [u(z)[| < l=[].
D’apres le résultat de 8. : Vo € R” klim ri(x) = p(x) avec p la projection sur ker(u — Ip)
—+o00

parallélement & Im(u — Ig), ce qui donne matriciellement

VX € #p1(R)  lim RpyX =PX
k—+o00
avec P la matrice dans la base canonique de la projection p citée. P est la matrice d’une projec-
tion, donc P vérifie P2 = P.

Rappelons que .7, (R) est un espace vectoriel de dimension finie et les coefficients d’une
matrice sont ses coordonnées dans la base canonique des matrices élémentaires I j, donc une
suite de matrices (M,)pen convberge vers une matrice M SSI les suites des coefficients des ma-
trices M, convergent vers les coefficients de méme indice de la matrice M.

En prenant pour X les vecteurs F; de la base canonique de .4, 1(R), on a : RyE; est la i®™®

(k)

colonne de Ry, et PE; est la i™ colonne de P, donc en notant r, i g

i et colonne j de Ry et p;; celui de P, on a lim r(k) pi,j, donc lim Ry =
k——+o0 k—+o0

le coefficient place sur la ligne

La suite de matrices (Ry)pen+ converge dans .#,(R) vers une matrice P, telle que P2 = P.

III - Matrices stochastiques

On fixe dans cette partie un entier n > 2.
Définition 1 On notera U € 4, 1(R) la matrice-colonne dont tous les coefficients sont égauz a 1.

Définition 2 Une matrice carrée A = (a; ;) € #,(R) est dite stochastique si elle vérifie les condi-
tions suwantes :

V(Z,]) € [[17”]]27 Aj,j = 0 ; (3)

Vi € [1,n], Zn:am- =1. (4)

j=1
Nous dirons aussi qu’une matrice-ligne L = (A1,...,\,) € M1 n(R) est stochastique lorsque ses coef-
ficients \; sont tous positifs ou nuls, et de somme égale a 1.

n
E :aljuj
J=1

10. On peut écrire U = | : | avec Vi € [1,n] w; =1, alors AU = : . Deux matrices

Up, n
E : Qn,jUj
Jj=1

sont égales si et seulement si leurs coefficients sont égaux, donc

AU =U < Vi€ [1,n] Za”uj—uz<:>w€ [1,n] Za”—l (4)
7j=1



11.

12.

Soit A = (a;j) et B = (b;;) dans I’ensemble & des matrices stochastiques (carrées d’ordre n).
Avec le résultat de la question précédente on a immédiatement :

(AB)U = A(BU) = AU = U

donc AB vérifie (4). De plus en notant AB = (¢; j) on sait que V(4,j) € [1,n] ¢ ;= Z a; 1;br 5,

par hypothése les coefficients des matrices A et B sont positifs donc ¢; j > 0 et AB est encore une

matrice stochastique, donc| I’ensemble & des matrices stochastiques est stable pour le produit matriciel.

Soit (Ap)pen une suite de matrices de & qui converge vers une matrice A € .#,(R).

(»)
Qg

0. A est donc a coefficients positifs.

e D’apreés le rappel fait en question 9, en notant A = (a, ;) et A, = («

V(i,j) € [1,n]* ai; = lim 04(]3)

p—+oco 7

), on a

AMn(R) — M1 (R)
M — MU
est continue et donc lirf ApU =AU orVp e N A,U = U, par unicité de la limite on obtient :

p—+00

L’application est linéaire et les espaces sont de dimension finie alors elle

AU = U. A est donc une matrice stochastique et par caractérisation séquentielle

I’ensemble & est une partie fermeée de ., (R).

Autre argumentation possible :

Par définition & = { (a;;) € #,(R), V(i,j) € [1,n]* a;; >0et Vi€ [1,n] Zam =1

j=1
An(R) — R
Pour (7,7) € [1,n], on définit ¢; ; : A’//_/"((Z)K) : al'{‘ etpouri € [1,n] it 4 _ (k) Za ;
- y 27] Z7

Ces n? +n applications sont linéaires avec .#,(R) et R de dimension finie, donc ces apphcatlons
sont continues.

[0,4+00] et {1} = [1,1] sont des parties fermées de R, alors par image réciproque de parties
fermées par des applications continues et intersection de parties fermeées,

&= ﬂ Pij 1 ([0, 4-00]) (ﬂ vt ({1} > est une partie fermée de ., (R).
(i.)€[Ln]?

e Soit A = (a;j) et B = (b; ;) dans I'ensemble & et ¢t € [0, 1], on note M = (1—t)A+tB = (m;;),

alors V(i,7) € [1,n]*> m;; = (1 —t)a;; + tb;; > 0 par somme de produits de réels positifs.

De plus AU = U et BU = U donc MU = (1 —t)AU +tBU = (1 — t)U + tU = U, finalement

MU =U et M € &.| L’ensemble & est donc une partie convexe de .#,(R).

On munit 'espace .#,,1(R) de la norme ||.||« définie par || X||o = maz |z;| si X = (zi)1<i<n-
<i<n

13. Soit A = (a;;) € #»(R) une matrice stochastique et X = (2;)1<i<n € #n1(R). On sait que



n
CRE
j=1

n
AX = : alors [|[AX||co = max Zai,jxj :
: 1<i<n |4
n J=1
> anw;
j=1

Par inégalité triangulaire :

n

n
Vie[Ln] |Y air| < ol
s =1

A étant stochastique |a; ;| = a;; et donc

n n
Vi € [1,n] Zai,jxi < Zai,j’%”
=1 =1

Par deéfinition Vj € [1,n] |z;] < || X[« et par positivité des coefficients de A on a

n n n
Vie[Ln] D aige| <Y aii|Xlleo = [1X]leo Y ai
j=1 j=1 j=1

n n
Or Vi € [1,n] Zai’j =1, donc Zamxi < || X oo et finalement | ||AX ||oo < [|X|oo-
j=1 j=1

Dans les questions 15 & 22, on note A € .#,(R) une matrice stochastique, et on suppose qu’il existe
un entier naturel non nul p tel que la matrice AP ait tous ses coefficients strictement positifs. Pour tout
k entier naturel non nul, on posera

1k—1
_ l
Rk—k;A.

14. Soit X = (x;)1<i<n € ker(AP — I,,), soit s € [1,n] un indice tel que z5 = ax ;.
IJIRN

Notons AP = (a; ;), par hypothése V(i,5) € [1,n]* «;; > 0 et puisque & est stable par produit,
AP € &.
n

n
On sait que APX = X donc Vi € [1,n] z; = Z@i,j%‘, en particulier z3 = Za&jxj.
=1 j=1
Par définition Vj € [1,n] z; <, et a,; > 0 donc

n n n
Ty = g Qs 75 < E Qs jTs = Xs g Qs = Tg
j=1 j=1 j=1

Finalement dans ce qui précéde I'inégalité est une égalité donc

n n
E :as,jl‘j = E :O‘s,jxs
J=1 Jj=1



15.

16.

17.

18.

et donc z”: as j(xs — ;) = 0. Une somme de termes tous positifs est nulle si et seulement si tous
les termé:de la somme sont nuls donc
Viel,n] oas;(xs—2;)=0
or agj > 0donc Vj € [1,n] z; =xs.
On a donc montré que si X = (;)1<i<n € ker(AP — I,) alors X = z,U donc

ker(AP — I,,) C Vect(U).
Réciproquement puisque AP € & on a : APU = U donc U € ker(AP — I,,).

Finalement | ker(A? — I,,) = Vect(U) est de dimension 1.

Puisque AU = U on sait que Vect(U) C ker(A — I,,).
Soit X € ker(A — I,,), alors AX = X et par récurrence Vk € N*  A*X = X donc APX = X ce

qui donne ker(A — I,) C ker(AP — I,,) = Vect(U) donc | ker(A — I,) = Vect(U).

& est stable par produit et A € &, alors V/ € N* Al € & On a aussi I, € &.

k—1
1 1
Pour k£ € N* z > 0, donc les coefficients de la matrice Ry = z Z A* sont tous positifs.
=0
= =
De plus RpU = A‘U:% U=U,donc| Vk e N* Ry €&.
(=0 (=0

| |loo est telle que VX € #,1(R) ||AX||oo < || X oo, alors par application des résultat des
questions 8 et 9, la suite (Ry)ren+ converge dans ., (R) vers P matrice de la projection sur
ker(A — I,,) = Vect(U) = Im(P) parallelement & Im(A — I,,) = ker(P). Par définition P est de
rang égal & dimIm(P), P est donc de rang égal & dimker(A — I,,) = 1.

& est une partie fermée et la suite (Rj) est une suite convergente de matrices de &, on sait alors
que sa limite P est dans &.

La suite (Rk)gen+ converge donc dans .4, (R) vers une matrice P, stochastique, de rang 1.

Notons C1,...,Cy les colonnes de P, alors Im(P) = Vect(C1,...,Cy), mais on a aussi par la
question 17 que Im(P) = ker(A — I,,) = Vect(U) donc

et finalement | P = (MU -+ AU) =UL, ou L = (A1,...,\n) € #p1(R).

P est stochastique donc tous ses coefficients sont positifs et PU = U, alors

Vi € [1,n] Ci:)\iU:>)\i>0etPU:ULU:U(Z)\Z) =U=)> \=1
i=1 =1

8



19.

20.

Finalement | L est stochastique.

P est la matrice de la projection sur Im(P) = ker(A — I,,) parallélement & I'm(A — I,,) = ker(P).
Im(A — I,) = ker(P) alors VX € 4,1 (R) P(A—1,)X = 0. Or en notant (Ei,...,E,) la
base canonique de ., 1(R), Vi € [1,n] P(A — I,)E; est la i®™® colonne de P(A — I,,) donc

P(A — I,,) est la matrice nulle. On a bien| PA =P

1
PA =P <<= ULA =UL avec LA matrice-ligne et U = | : | donc
1
LA L
PA=P<«= ULA=UL~ | : |=|:|<<=LA=L
LA L
L est une matrice-ligne stochastique telle que LA = L.
Soit L1 = (a1 -+ an) une matrice-ligne stochastique (Vj € [1,n] a; >0 et Zaj =1) telle

j=1
que L1 A = L4, en raisonant comme en question 16, on obtient Vk € N* LR, = L1 et par
continuité de 'application linéaire M € #,(R) +— LiM,ona L = klim LiR, =11P=1LUL.
—+00

1 n
OrLl.U:(al an). : :Zajzl,doncleL.
1 J=1

L est la seule matrice-ligne stochastique telle que LA = L.

La matrice-ligne L est stochastique donc tous ses coefficients sont positifs et leur somme est égale
al.

Supposons quil existe j € [1,n], A; = 0. Puisque LA = L, on a LA? = L et en notant
n
AP = (o ;) on a en particulier 0 = \; = Z i ;. On sait que tous les coefficients de AP sont

i=1
strictement positifs et ceux de L sont positifs donc

LAY =L=) Noj;=0=Vic[l,n] Na;;=0=Vie[l,n] A\=0

i=1

n
ce qui est absurde puisque Z Ai = 1).| On a montré par I'absurde que Vj € [1,n] X; > 0.
i=1




21. On a vu en question 15 que ker(A — I,) = Vect(U) alors 1 est valeur propre de A.

En notant u ’endomorphisme de R™ canoniquement associé & A, d’aprés la question 8 on sait
que R™ = ker(u—Id) ® Im(u—Id) avec ker(u— Id) = ker(A —I,,) en identifiant R" et ., 1(R).

u commute avec u— Id, alors ker(u— Id) et I'm(u— Id) sont stables par u et la matrice de u dans

une base adaptée a R™ = ker(u — Id) @& Im(u — Id) est de la forme (3 g) avec B la matrice
de v 'endomorphisme induit par v sur I'm(u — Id).

En notant x, et x, les polynémes caractéristiques respectifs de u et v on a x, = (X — 1)x,.

On a aussi ker(v—1Id) = {x € Im(u — Id), wv(z)=u(r) =0} =Im(u—Id)Nker(u—Id) = {0},
donc 1 n’est pas valeur propre de v et donc 1 n’est pas racine de x4, on en déduit que la multi-
plicité de la racine 1 de x,, est égale & 1.

1 est une valeur propre simple de la matrice A.

1 IV - Application au labyrinthe

On approfondit I’étude commencée dans la partie I en exploitant les résultats de la partie ITI.
On pose A = B” ou B est la matrice construite dans la partie I.

Un calcul, qui n’est pas demandé, montre que les coefficients de la matrice A% sont tous strictement
positifs.

22. On peut appliquer tous les résultats de la partie 111, alors P = lim Ry s’écrit P = UL avec L

k——+o0
unique matrice-ligne stochastique telle que LBT = L, ce qui est équivalent & B.LT = LT.
En question 4 on a vu BXy = X et les coefficients de la matrice-colonne Xy sont positifs et de

somme égale a 1, donc Xog = LT et L = 13 3 3 3 donc
4 16 16 16 16

4 3 3 3 3
1 4 3 3 3 3
P=UL=—14 3 3 3 3
160y 3333
4 3 3 3 3
1/4
3/16
23. D’aprés la partie I la loi de probabilité sur ’ensemble [1,5] de Sp donnée par Xg = | 3/16
3/16
3/16

est telle que les variables Sj suivent toutes la méme loi.

10



P(Sp=1)
P(Sy=2)
Réciproquement supposons donnée une loi Xo = | P(Sy = 3) telle que
P(Sy=4)
P(Sp=5)
P(Sx=1)
P(Sk =2)
Vk € N* X, = | P(Sx=3) | = Xo, alors en particulier X; = BXy = X or X est une
P(S, =4)
P(S, =5)

matrice-colonne stochastique et A = BT est une matrice stochastique telle que A? est a coeffi-
cients strictement positifs. La partie III donne l'unicité de Xo = LT telle que LA = L avec L
matrice-ligne stochastique.

Il existe une unique loi de probabilité sur 'ensemble [1, 5] telle que, si la variable aléatoire Sy suit
cette loi, alors les variables Si suivent toutes la méme loi.

11
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On considére I'équation différentielle
22y" + axy’ + by =0, (1)

oll a et b sont des constantes réelles.

24. Que déduit-on du théoréme de Cauchy quant a la structure de ’ensemble des solutions de I’équa-
tion (1) sur I =|0,4+o00[? Et sur J =] — 00,0[?

25. Montrer que si y est une solution de (1) sur I, alors g = y o exp est une solution sur R de
I’équation différentielle linéaire & coefficients constants :

u” + (a — 1)u' 4+ bu = 0. (2)

26. Réciproquement, soit ¢ — ¢(t) une solution de (2) sur R. Montrer que la fonction g o In est
solution de (1) sur I.

27. Donner les solutions & valeurs réelles de I’équation (2) dans le cas ot @ = 3 et b = 1 et dans le cas
ot a =1 et b =4. En déduire, dans chacun des cas, les solutions a valeurs réelles de 1’équation
(1) sur lintervalle I.

On suppose dans les deux questions suivantes uniqguement que a = 1 et b = —4.

28. Montrer que si y est solution de (1) sur J, alors h = y o (—exp) est solution de (2) sur R.

29. Déduire de ce qui précede 'ensemble des solutions de (1) de classe €2 sur R.

12



