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Dans tout le probleme « désigne un nombre réel. On note D, ’ensemble des réels x pour lesquels la

série entiere E — est convergente et on pose, pour tout x € Dy,
n>1
—+00
:L,’I’L
falz) = no
n=1

1)

2)

3)

Partie I — Quelques propriétés des fonctions f,

1
Pour n # 0, on pose a,, = —, alors a, # 0 et
n

1 —Q
T RS Y B, <1+> —1=17
n

n—-+4oo |an‘ n—-+oo

Par la regle de d’Alembert pour les séries entiéres, on sait que le rayon de convergence R de

1
> anz™ est égal a T R=1

On note D, le domaine de définition de la fonction f,.

Cours : Pour une série entiére Y anz™ de rayon de convergence R, si |x| > R alors ) apz™
diverge grossiérement, si |z| < R alors ) anx™ converge absolument.

D’apres le rayon de convergence R trouvé précédemment on sait que | — 1, 1[C D, C [—1,1].

e Si o < 0 alors lirJrrl an # 0 et donc les séries > a, et > (—1)"a, divergent grossierement,
n—-+00o

par conséquent | — 1,1[= D,,.

e Si a €]0,1] alors la suite (a,) est décroissante et converge vers 0 donc la série alternée
do(— ) n converge, mais par les séries de Riemann la série ) a,, diverge. On en déduit que
Do = [=1,1].

e Si a > 1, alors par les séries de Riemann les séries Y (—1)"a, et > a, convergent absolument
et donc Dy, = [—1,1].

Dy =]—-1,1] sia<0
Dy = [-1,1] sia€]0,1]

Dy =[-1,1] sia>1

On suppose dans cette question a > 0.

On a donc [—-1,1[C D, C [-1,1].
1

On note a,, = —
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+00
e Sixz €Dy NRT alors Vn € N*  a,2% > 0 et donc f,(z) = Z apx"™ = 0.
n=1
e Si x € D,N| — 00,0[, alors on peut écrire x = —|x| et la série > apz™ est la série alternée
> (=1)"ay|z|". Puisque la suite positive (an|z|"),cn- est décroissante de limite nulle, par le
+oo
critére spécial des séries alternées, on sait que f,(z) = Zanmn est du signe de son premier
n=1

terme ajx = x < 0.

( Par le critére spécial des séries alternées, on a —ay|z| < f(x) < agx? — ay|z| < 0)

r20= fa(z) 20
Pour tout z € D,,
< 0= folz) <0

4) D’apres les séries entieres usuelles, on sait que

+00
n x
= = —1,1
fo(x) Zaj T pour z €] — 1,1]
n=1
+00 x
() == na" = — our z €| —1,1] .
fale)=x) a—a7 P ] [
n=1
400 "
fl(:z:):z?:—ln(l—x) pour x € [—1,1]
n=1
5) Soit a > 1.
.,L.n
e Pour n € N*, f;, : = — est continue sur D, = [-1,1].
n
¢ [[fallo = Sup |fu(x)] = —, alors par les séries de Riemann la série }_ || fulloc converge
x€[—1,1] n
et donc la série de fonctions ) f,, converge normalement sur le segment D, = [—1, 1] et donc
aussi uniformément.
+oo
Par théoreme de continuité | la fonction f, = Z fn est continue sur Dy,.
n=1

6) Soit « < 1. Pour n € N* 0 < n® < n donc
n

Vz €]0,1] <
n

et par somme pour n € [1, N] et limite quand N — +o00o on obtient :

Va 6]071[ f1($) = foz(w)
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8)
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ce qui donne Vz €]0,1[  fo(z) > —In(1—z), or lim —In(1—z) = +ooalors| lm fa(z) = +o0.

z—1- z—1-

On suppose dans les deux prochaines questions qu’il existe un réel A > 0 et une variable
aléatoire X,, définie sur un espace probabilisé (2, A, P) et a valeurs dans N*, tels que la
fonction génératrice G, de X, soit :

Go = Ma.

On sait que la fonction génératrice de X, Go = A.fq, est définie au moins sur [—1, 1] et vaut
1len 1.
On doit donc avoir A\ # 0 et f, définie au moins sur [—1,1] avec 1 = A.f,(1). En utilisant la

question 2, ona:| a>1let A=

fa(1)

1'**¢ méthode : avec la définition de I’espérance

X, est & valeurs dans N*, donc X, est d’espérance finie SSI la famille (nP(X, = n))nen+ est
sommable, ce qui revient a la convergence absolue de Z nP(X, = n).

oo
On a par définition Vz € [-1,1] Gq( Z P(X = Afo(x) = )\Z x—a
n=1
A
Par unicité du développement en série entiere de G, on obtient Vn € N* P(X, =n) = —
n
A
et donc nP(X, =n) =
na—1
Par les séries de Riemann, on sait que »_ nP(X, = n) converge absolument SST ov — 1 > 1.
On a donc | X, est d’espérance finie SST o > 2.
+00
A —1(1
Et dans ce cas E(X ZnP ; i AMa-1(1), donc | E(X,) = f;a(ll())

2'°me méthode : avec le lien entre fonction génératrice et espérance

On sait que la variable aléatoire X, est d’espérance finie si et seulement si sa fonction génératrice
G est dérivable en 1 et alors E(X,) = G,,(1).

n n—1

x x
Pour n € N*, f,, : x — v est de classe C! sur [~1,1] avec f/ (x) = ot

La série de fonctions Y f,, converge simplement sur [—1,1] et est de somme f,.

° an||[ - o . On en déduit que si @ > 2 alors la série de fonctions ) f/, converge

normalement sur [ , 1] et donc uniformément. On sait alors que f, est de classe C'* sur [—1,1]
avec Vx € [—1,1]



PSI Un corrigé de Révision 02 Extrait de CCINP PSI 2021 4

—+o0o +oo xn—l
JADES SIACES

n=1 n=1
e Pour 1 < a < 2, la série Y f/ converge uniformément sur tout segment [a,b] C [0,1]

n—1
par convergence normale puisque | Sup |f] (z)| = a—l)’ donc G, = A.f, est continue sur
z€[a,b] n
AR 2 A

[—1,1], de classe C! sur [0,1] avec Vz €]0,1] G/ (z) = x;nal = ;fa—l(x)- Puisque
lim fo—1(x) = +00 (question 6), G, n’est pas dérivable en 1.

r—1~

On en déduit que | X, est d’espérance finie SSI @ > 2 | et dans ce cas

E(Xa) = Giy(l) = /\-fa—l(l)' E(Xa) =

Partie II — Un logarithme complexe

T 1\n—1
9) On sait que | Vz €] — 1,1 In(1 4+ ) = E Lx"
n
n=1

(=2)"

n

Pour tout nombre complexe z, tel que la série Z
n>1

est convergente, on note :

+oo(

p=y
&
I
|
(]
=

n=1

(1!

10) On pose b, =
1.
On sait aussi que le rayon de convergence R de la série entiere définissant S est le méme que

. On sait que le rayon de convergence de la série entiere ) 2™ est égal a

celui de la série entiére Z nb,z" alors| R = 1.
n>1
On pouvait aussi utiliser le critére de d’Alembert

too n—1
—1
Pour tout x réel élément de |—1, 1[, S(z) = E an = In(1+z), donc| exp(S(x)) =1+ =.
n
n=1

Soit zg € C tel que |z9| < R. On considere la série entiere de la variable réelle ¢ suivante :
ZTL
> (e,
n>1 n

En cas de convergence, on note g(t) sa somme.
On a donc, pour ¢t € R tel que la série est convergente, g(t) = S(tzp).
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11) e Si zp = 0 alors la série définissant g est de rayon égal & +00 et g(t) = 0 pour tout réel ¢.

e Si 2y # 0, d’apres le rayon de convergence R = 1 de la série entiere définissant S, on sait

1
que si [t] < ol alors |tzg| < R et la série définissant g converge absolument et pour |¢| > 2ol
20 20
alors |tzg| > R et la série définissant g diverge grossierement. On en déduit que le rayon de

1

s . IEN 7 . /
convergence de la série entiere définissant g est | R = ﬁ
20

ZTL
La aussi on peut utiliser la régle de d’Alembert lorsque zg # 0 en posant c, = (—1)”_1—0.
n
1
Pour plus de facilité, on va écrire R’ = ﬁ meéme lorsque zg = 0.
20

1
12) Puisque |z9| <1, on a R' = 20l > 1 et donc [0,1] C] — R, R'[. g étant définie et de classe C*
20

au moins sur | — R, R'[, on a : | g est définie et de classe C* sur [0, 1].

On sait aussi que
“+oo

vte 0,1 ¢(t) = Z(_l)nﬂ%mnq

n=1

20
1+ 2ot

1 + 2ot

On a donc| Vt € [0,1] ¢'(¢t)

13) On pose h = expog. h est de classe C* sur [0, 1] par composée et

vte[0,1] W(t) = g'(t)-exp(g(t))

20

- h(t)

1+Zot

On a bien : | Vt € [0,1] R/(t) = . jozoth(t)

14) L’équation différentielle de la question précédente est une équation différentielle linéaire du

2
premier ordre homogene de la forme 3’ + a(t)y = 0 avec a(t) = — 1 +0 5 @ étant une fonction
20

continue sur [0, 1].
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On sait alors que S ’ensemble des solutions de cette équation différentielle est un espace vec-
toriel de dimension égale a 1.

L’équation ¢’ + a(t)y = 0 est équivalente & (1 + 29t)y’ — zoy = 0, on remarque alors que la
fonction y : t — 1 4 tzg vérifie cette équation différentielle et elle est non identiquement nulle
alors

S = Vect(t — 1+ zt) et | les solutions de y + y =0 sont t — a(l +tzy) avec a € R.

0
14tz

On sait que la fonction h = exp og vérifie 'équation différentielle 3’ + a(t)y = 0, donc il existe
a € R tel que Vt € [0,1] h(t) = a(l + tzo).
h(0) = exp(g(0)) avec g(0) = 0, donc o = 1.

On a obtenu V¢ € [0,1] exp(S(tz0)) = 1 + tzp et en particulier pour ¢t = 1 on obtient

exp(S(z0)) = 1+ zp.




