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1 Exemples d’endomorphismes cycliques

Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel £ de dimension finie n € N*. On rappelle que pour
tout entier p € N*, on note :

=g, fl=f fi=fof ff=fo--0of.
——

p fois

On dit que 'endomorphisme f est cyclique §'il existe un vecteur v € E tel que la famille (v, f(v),..., f*1(v))
soit une base de I’espace vectoriel E.

Partie III - Etude d’un troisiéme exemple

Dans cette partie, on fixe un entier n € N\{0, 1} et on considere I'application A définie sur R,,[X]
par :

VP e R,[X], A(P)=P(X +1)— P(X)
Par exemple, on a A (X?) = (X +1)? — X?=2X +1

Q1. Montrer que A est un endomorphisme de R, [X].

Q2. Soit k € [0,n]. Calculer A (X ’“) sous une forme développée.

Q3. En déduire que si P € R,[X] est un polynéme non constant, alors deg(A(P)) = deg(P) — 1.
Q4. Montrer que I’endomorphisme A est cyclique.

Partie IV - Cas d’un endomorphisme diagonalisable

Dans cette partie, on considere un endomorphisme diagonalisable h d'un C-espace vectoriel E
de dimension finie n € N*. On souhaite déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les
valeurs propres de h pour que cet endomorphisme soit cyclique.

Comme ’endomorphisme h est diagonalisable, il existe une base B = (vy,...,v,) de lespace
vectoriel E' composée de vecteurs propres de h. Pour tout k& € [1,n], on note A\, € C la valeur
propre associée au vecteur propre vy.

Soit v € E. Comme B est une base de F, il existe (aq,...,a,) € C" tel que :

V= QU + -+ a,v,

Q5. Montrer que pour tout p € N*, on a :

hP(v) = an Moy + -+ + ap Abw,
Q6. Montrer que le déterminant de la famille F = (v, h(v),...,h""}(v)) dans la base B est égal
a:
detp(F) =on--an [ =N
1<i<g<n

Q7. Conclure que h est cyclique si et seulement si il admet n valeurs propres distinctes.
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2 Projection orthogonale

On considere My(R) 'espace vectoriel euclidien des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients
réels muni du produit scalaire canonique défini pour A et B matrices deMs(R) par : (A|B) =
trace(AT.B).

/ /
Q8. Si A= (Z Z) et B = ((CZ, cbl’) sont deux matrices de My(R), que vaut le réel (A|B) 7

Q9. On note T le sous-espace vectoriel formés des matrices triangulaires supérieures de My(R).
Donner pour le produit scalaire canonique une base orthonormée de 7 et de son orthogonal

Tt
. 1 2
Q10. Si A = 3 4
de la matrice A a T.

, déterminer le projeté orthogonal de la matrice A sur T, ainsi que la distance



