PSI Révisions 04: Une fonction définie comme somme de série de fonctions

Pour tout n € N*, on définit la fonction w, :] 0, +oo[— R par :

Va €]0,+00[, u,(z) =zln (1 + %) —In (1 + f)

n

Q1. Montrer que la série de fonctions Z u,, converge simplement sur |0, +o0][.
n=1

Dans tout le reste de cet exercice, on note ¢ :]0, +oo[— R la fonction définie par :

Vo €]0,+00], ¢(x)=—In(z)+ Zun(:c)

Q2. Justifier que (uy),,cy- est une suite de fonctions de classe C' sur ]0, +-00[, puis montrer qu'il

existe une suite (,), - telle que la série E €, converge absolument et que :
n=1

V(n,z) € N*x]0, +oo[, u,(z)= ﬁ +en

Q3. En déduire que la série de fonctions Zu’n converge normalement sur tout segment [a, 0]
n>1
inclus dans |0, 4+o00].

Q4. Montrer que la fonction ¢ vérifie les conditions :
(i) la fonction ¢ est de classe C*,
(ii) pour tout = €]0, +oo[, on a p(x + 1) — p(z) = In(x),
(iii) la fonction ¢’ est croissante,

(iv) la fonction ¢ s’annule en 1, c’est-a-dire ¢(1) = 0.



